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Capítulo 1IntroduiónLa probabilidad entra en esena para modelar iertos proesos que tienen un omportamiento inherente-mente probabilístio o no del todo onoido. Los algoritmos probabilístios tienen omo objetivo darleun mejor trato a problemas que no pueden ser resueltos e�ientemente, o que no pueden ser resueltos deltodo de manera estandard. Los problemas omplejos requieren a menudo de proesos matemátios querequieren muho poder de ómputo; on lo ual usar este tipo de algoritmos resulta una buena opiónpara reduir la omplejidad del tiempo de álulo. En [9℄ Gupta explia las ventajas de los algoritmosprobabilístios que se están volviendo ada vez más populares; ello se debe a que asi siempre resultan másfáil de implementar y entender que su versión estandard. Esta simpleza ha sido un fator determinantepara la aeptaión de los mismos en la omunidad del software; en la que se le da muha importaniaal osto y omplejidad. Sin embargo, omo ontrapunto está el heho de que se sari�a la noión deorreión absoluta del programa, por una noión de orreión on probabilidad mayor o igual a 1� �.La belleza de estos algoritmos radia en que ejeutando sólo algunas iteraiones se obtiene un grado altode on�bialidad (� pequeño) en el resultado. Lo ual suele ser a menudo muho mas rápido que ejeutarun ompliado algoritmo estandard una vez.Muhos sistemas de riptogra�a de lave públia omo el RSA, basan su seguridad en la di�ultadde fatorizar grandes numeros. De allí nae la importania de generar numeros primos de 100 o másdígitos. Veri�ar si un entero es primo, es un problema lasio de teoría de números. Introduiendoprobabilidad puede resolverse en tiempo polinomial. En este trabajo se estudiará el test de primalidadde Miller-Rabin; el ual pertenee al tipo de algoritmos Monte Carlo que son rápidos y probablementeorretos. Usando una notaión general el algoritmo satisfae dos resultados:prime:N =) Prob� MillerRabin(N;T ) � = 1:prime:N =) Prob�:MillerRabin(N;T ) � � 1� 2�Tdonde T representa la antidad de iteraiones. Es deir que el error 2�T puede haerse exponenialmentetan pequeño omo se desee iterando varias vees. El algoritmo utiliza una ténia probabilístia que sedenomina búsqueda aleatoria [9℄; que onsiste en busar en un espaio grande por algún elemento quetenga la propiedad deseada. Si la propiedad en uestión es fáilmente veri�ada y los elementos que laposeen son abundantes, entones la búsqueda aleatoria puede ser muy efetiva. Un requisito implíito2



es que la búsqueda sea mas o menos uniforme del espaio en onsideraión. En el aso de Miller-Rabin,siendo N el número sobre el ual se está hequeando primalidad, entones el espaio de búsqueda es elonjunto f2; : : : ; N�1g. Si un elemento de ese onjunto satisfae ierta propiedad a veri�ar, entones esompuesto. En [12℄ Miller probó que existen al menos N�12 elementos on ierta propiedad (presentadaen el próximo apítulo) que atestigua que N no es primo.La presenia de elementos probabilístios en los programas hae que el entendimiento operaional ytesting se onviertan prearios. Entones herramientas adiionales, tales omo las ténias de veri�aiónformal, se onvierten fundamentales para el diseño de programas probabilístios. Hurd [2℄ hizo unaveri�aión del test de Miller-Rabin en un maro funional; aquí se hará en uno imperativo. Se veri�aráel algoritmo usando dos lógias totalmente distintas que son extensiones probabilístias de la lógia deHoare. A los omandos guardados usuales de Dijkstra [1℄, se inorpora un nuevo onstrutor que sedenomina seleión probabilístia. Supongamos que � es una onstante en el rango (0; 1) entones elprograma S �� T se interpreta operaionalmente asi: on probabilidad � se ejeuta el programa S yon probabilidad 1 � � se ejeuta el programa T . Antes de ontinuar vamos a difereniar varios tiposde programas: Término Signi�adoestandard no inluye ningún operador �� o uprobabilístio inluye al menos un operador ��determinístio no inluye ningún un operador uno-determinístio inluye al menos un operador uEl programa no-determinístio S u T representa la ignorania o abstraión total de ual de los dosprogramas será ejeutado. De todos modos aquí sólo se trabajará on programas determinístios.La primer lógia es la extensión de Hoare reada por Hartog [4℄. Aqui se propone un sistema deprueba ompleto y orreto para razonar sobre programas que atúan probabilístiamente. Este sistema sedenomina pH , y on el se puede probar la validez de triplas de Hoare fpgsfqg; donde p es una preondiióny q es una postondiión del programa probabilístio s. Se introduen prediados probabilístios quepermiten expresar probabilidades sobre prediados determinístios o deir que una variable de programatiene ierta distribuión de probabilidades.La segunda extensión de Hoare se denomina pCGL; está desarrollada entre otros por Morgan [5℄,[6℄, [7℄, [8℄. En esta lógia se trata la veri�aión de los programas probabilístios a nivel de weakestpreonditions. Un prediado estandard P se traslada a la aritmétia esribiendolo omo el prediadoprobabilístio [P ℄, una expresión que vale 1 uando se satisfae P y 0 en aso ontrario. El trasformadorde prediados probabilístios wp:S failita el razonamiento de programas imperativos que ontenganalguna seleión probabilístia. No sólo se puede determinar si un programa establee ierto resultado,sino que además on que probabilidad lo hae. Por otra parte se generalizan las noiones de invarianzay variante agregando argumentos probabilístios para la terminaión de un programa.En el apítulo 2 se presenta on detalle el algoritmo de Miller-Rabin y dos propiedades matemátiasfundamentales para la veri�aión on ada una de las lógias. En el apítulo 3 da una introduión de lalógia de Hartog ; y la orrespondiente veri�aión del algoritmo. En el apítulo 4 se introdue la lógiade Morgan y posteriormente la veri�aión de Miller-Rabin. El apítulo 5 establee una omparaión3



de ambas lógias basada en las dos veri�aiones, resaltando los puntos a favor y en ontra de adalógia. En el �nal se inluyen dos apéndies on propiedades y lemas auxiliares que fueron utilizados enla veri�aión del algoritmo.
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Capítulo 2Algoritmo de MillerRabin
2.1 AlgoritmoAquí se presentará una versión on algunas variaiones del original que Miller publió en [13℄. Losambios no son trasendentes, pero son onvenientes para que las veri�aiones resulten más entendibles.Por ejemplo hay variables omo b; a de las uales se podría presindir; pero que sin embargo se las usapara razonar y veri�ar mejor el algoritmo. El entero sobre el ual se está testeando primalidad satisfaeN � 3. De todos modos ya sabemos que 1 no es primo y 2 sí lo es. Por ompletitud se podría anidar elsiguiente algoritmo dentro de un if para ontemplar los asos: n = 1; 2 .on N;T : Int;var x; y; a; a0; n; r; s; k;m; b : Int;var prime;witness : Bool;n = NFatorTwos;x := 0;prime := true;while (x < T ) doUniforma[2; n� 1℄;WitnessTail; )MillerRabin1prime := prime ^ :witness;x := x+ 1od

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;MillerRabin
Seguidamente se expliará en que onsiste ada una de las partes que ompone el algoritmo prinipal.Programa FatorTwos : 5



r := 0;s := n� 1;while (s mod 2 = 0) dos := s div 2;r := r + 1odEste es simplemente un programa auxiliar que enuentra naturales r; s tales que s es impar y2rs = n�1 .Programa Uniforma[2; n� 1℄ : m := n;while :(2 � m < n) doUnifPow2nod ;a := mEste programa está inspirado en la versión apliativa prob_uniform de�nida por Hurd [3℄. Se usaun ilo para ejeutar repetidamente UnifPow2n, deteniéndose uando UnifPow2n retorna en m unnumero en el rango orreto [2; n). Notar que Uniforma[2; n� 1℄ solo está de�nido para n � 3, ya quela distribuión Uniform[2; 2) es un onepto matemátio mal formado.Programa UnifPow2n : k := n;m := 0;while (k 6= 0) dok := k div 2;b := 0 � 12 b := 1;m := 2m+ bodEste programa es una adaptaión imperativa del algoritmo prob_unif de�nido en un maro funionalpor Hurd [3℄. Suponiendo que n�1 está formado por K bits, el programa retorna en m el numero rep-resentado por los primeros K bits aleatorios; es deir: 0 � m < 2K . Pero la antidad de bits de n�1es log2:(n�1), por lo tanto la variable entera m retorna un número on distribuión uniforme en elintervalo: �0; 2log2:n�. Notar que el programa itera exatamente log2:(n� 1) vees, on lo ual no haeuso de alguna terminaión probabilístia.
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Programa WitnessTail : a0 := as mod n;y := 0;witness := false;while (y < r ^ :witness) doif (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) thena0 := a02 mod n;witness := (a0 = 1)else a0 := a02 mod nfiy := y + 1;od ;witness := witness _ (a0 6= 1)Este fragmento del MillerRabin es neesaria para alular an�1 mod n y realizar algunos tests deprimalidad en el amino. Notar que el programa alula la siguiente seuenia:�a20s mod n; a21s mod n; : : : ; a2rs mod n�Donde r; s son los naturales enontrados por FatorTwos y que satisfaen 2rs = n�1. Si n fuera primo,entones los numeros de la seuenia deben satisfaer dos test de primalidad:Test 1 : a2rs mod n= f 2rs = n�1 gan�1 mod n= f n es primo ; �(n) = n� 1 ga�(n) mod n= f n es primo ; teorema pequeño de Fermat g1Test 2 : Para ada 0 < j � r se tiene que:a2js mod n = 1) f algebra g0 = (a2js � 1) mod n= ((a2j�1s)2 � 1) mod n= (a2j�1s + 1)(a2j�1s � 1) mod n= (a2j�1s + 1) mod n � (a2j�1s � 1) mod n) f n es primo g 7



(a2j�1s + 1) mod n = 0 _ (a2j�1s � 1) mod n = 0) f algebra ga2j�1s mod n = 1 _ a2j�1s mod n = n�1Programa MillerRabin1 : Uniforma[2; n� 1℄;WitnessTailEste programa genera una base aleatoria a en el rango [2; n � 1℄; luego hequea si es una baseatestiguada o no. Es básiamente una iteraión del algoritmo MillerRabin prinipal.Programa MillerRabin :Luego que se hayan alulado r; s tales que: 2rs = n� 1 (on FatorTwos), se ejeutan T iteraiones delfragmento MillerRabin1. En ada una de dihas iteraiones se intenta enontrar alguna base testigo, siesta aparee signi�a que n no es primo; pero si ello no ourre solo se puede deir que n es un numeroprobablemente primo.2.2 De�niionesA ontinuaión se de�nen una funión matemátia, y algunos prediados que resultarán útiles en laveri�aión.1. La funión matemátia log2 se de�ne omo:log2 : Int! Intlog2:n = if n = 0 then 0 else 1 + log2:(n div 2)Básiamente retorna la antidad de bits que tiene n .2. odd:n := n mod 2 = 13. prime:n := n > 1 ^ (8i : i � 1 : ijn ) i = 1 _ i = n)4. Sean r; s; n naturales tales que: n� 1 = 2rs ^ odd:s entones:witness:n:a := an�1 mod n 6= 1 _� 9i : 0 � i < r : a2i+1s mod n = 1 ^ a2is mod n 6= 1 ^ a2i+1s mod n 6= n�1 �2.3 PropiedadesAqui se enunian las dos propiedades matemátias fundamentales que se utilizarán en la veri�aión delalgoritmo de MillerRabin.1. �8 n; a : 0 < a < n ^ prime:n : :witness:n:a� 8



2. � 8n : n � 3 ^ odd:n ^ :prime:n : j fa : 0 < a < n ^ witness:n:a g j � n�12 �La primer propiedad se dedue inmediatamente de las observaiones hehas en la presentaión deWitnessTail uando n es primo. Notar que para este aso la veri�aión es senilla, porque en adauna de las T iteraiones de MillerRabin, a nuna será un testigo; on lo ual la varible booleana prime�nalizará on valor verdadero.Para el aso de la segunda propiedad, la demostraión es un poo más ténia y está detallada en [13℄.Notar que la base 1 nuna será un testigo para ada n, luego la busqueda para enontrar algún testigose restringe al onjunto: f2; : : : ; n� 1g y sabemos que al menos n�12 bases de ese onjunto son testigos.Por otra parte tenemos un fragmento de programa que asegura una distribuión uniforme en el rango[2; n� 1℄, on lo ual podemos garantizar que la probabilidad de seleionar un elemento de ese onjuntoes de al menos 1n�2 . Por lo tanto la probabilidad de seleionar una base testigo será: (n�12 )( 1n�2 ) > 12 .
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Capítulo 3Lógia de Hartog
3.1 Extensión de la lógia de HoareSintáxis y semántia de LpwEn primer lugar se presentará el lenguaje Lpw de [4℄, que abara los omandos onveionales: asig-naión, skip, omposiión seuenial, seleión ondiional e iteraión. Por otra parte se agrega un nuevoomando: seleión probabilístia. Los programas son interpretados omo transformadores de estádos,donde el estádo se entiende omo la funión que mapea variables en valores.De�niión 1 El onjunto de variables de programa está denotado por PVar y rangeado por x; y. Elonjunto de enteros, denotado por Int es extendido on el elemento ? al onjunto Int?, donde ? esmenor que todos los enteros. El onjunto de estados determinístios S rangeado por � está dado por:S = PVar!Int? .Las operaiones sobre los enteros darán ? uando no estén de�nidas, por ejemplo: división por 0 ouando alguno de los argumentos no este bien de�nido.Ejemplo 1 Las variables n; r; s 2PVar y � es un estado determinístio:� = hn = 13; r = 2; s = 3i. De esta manera: �(n) = 13.De�niión 2 El onjunto de expresiones enteras sobre Var, denotado por ExphVari es rangueado por e;donde n 2Int? y Var denota un onjunto de variables, que es rangueado por v.e ::= v j n j e+ e j e� e j e � e j e div e j e mod e j eeLa funión de valuaión que omputa el valor de una expresión dados los valores de las variables estáde�nida omo:
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V : ExphVari ! (Var! Int?) ! Int?V(n)(f) = nV(v)(f) = f(v)V(e op e0)(f) = V(e)(f) op V(e0)(f)V(ee0)(f) = V(e)(f)V(e0)(f)donde: f 2 Var! Int? y op 2 f+;�; �; mod ; div gNotar que en el aso partiular que Var=PVar, la funión f que suple los valores de las variables esun estado � 2 S.Ejemplo 2 Supongamos que f es una funión que povee el valor de las variables r; s; en partiular elestado � de�nido anteriormente. Entones el valor de la expresión 2rs es:V(2rs) = V(2r)(f) � V(s)(f) = V(2)(f)V(r)(f) � f(s) = 2f(r) � f(s) = 22 � 3 = 12De�niión 3 El onjunto de todas las ondiiones booleanas sobre Var es denotado por BChVari yrangueado por ; donde e es una expresión en ExphVari. ::= true j false j e = e j e < e j e � e j e > e j e � e j  ^  j  _  j : j ! La funión de evaluaión que omputa el valor de una ondiión booleana dados los valores de las variablesprovistas por f , está de�nida por:B : BChVari ! (Var! Int?) ! BoolB(true)(f) = trueB(false)(f) = falseB(:)(f) = :B()(f)B(e rel e0)(f) = V(e)(f) rel V(e0)(f)B( op 0)(f) = B()(f) op B(0)(f)donde: f 2 Var! Int? ; rel 2 f=; <;�; >;�g y op 2 f^;_;!gEjemplo 3 Sea i 2 Var y N 2 Int, la ondiión booleana (i > 0) die que la variable i es positiva;(N mod i = 0) expresa que N puede ser dividido por i; (N mod 2 = 1) india que N es impar.Luego de haber de�nido las expresiones y ondiiones booleanas, ahora se puede de�nir el lenguaje Lpwde una forma más preisa. Seguidamente se da la gramátia que genera los programas del lenguaje.De�niión 4 Los programas en Lpw, rangueados por s, están dados por:s ::= skip j x := e j s; s j s�� s j if  then s else s fi j while  do s oddonde x 2PVar, e 2ExphPVari,  2BChPVari y � 2 (0; 1).11



Ejemplo 4 Un programa senillo de Lpw podría ser: b := 0� 12 b := 1Básiamente es un bit aleatorio, ada una de las asignaiones se ejeuta on probabilidad de 12 .Un programa determinístio es interpretado omo un tranformador de estados, es deir que el estadoresultante de la ejeuión del programa está dado por el valor de las variables. Este es el motivo porel ual el espaio de estados S para programas determinístios fue de�nido omo: S = PVar!Int? .En el ejemplo anterior vimos que en un programa probabilítio, los valores de las variables no son másdeterminados. En lugar de dar el valor de una variable es neesario introduir una distribuión sobretodos los posibles valores de esa variable. Además de ello también es neesario onsiderar la dependeiaentre variables de programas; ya que el valor de alguna de ellas podría estar sujeto al valor de otravariable. Estas observaiones motivan a la sigiente de�niión de estado probabilístio.De�niión 5 El onjunto de estados probabilístios �, rangueado por �, está dado por:� = � � 2 S !CS [0; 1℄ j X�2S �(�) � 1 	Ejemplo 5 Supongamos que: �1 = hb = 0i y �2 = hb = 1i entones un estado probabil±tiopodría ser: � = 13�1 + 23�2 de esta manera: �(�1) = 13 y �(�2) = 23Aquí S !CS [0; 1℄ denota el onjunto de todas las funiones de S en [0,1℄ on soporte ontable; es deirque el onjunto f � 2 S j �(�) 6= 0 g es ontable. Notar que � es un onjunto parialmente ordenado,donde � � �0 si y solo si 8� 2 S : �(�) � �0(�). El elemento minimal de � es �0, el estádo probabilístioque le asigna 0 a ada estádo determinístio � 2 S. Para una seuenia asendente en �, el limite existedentro de � y orresponde al supremo de la seuenia.A �n de de�nir la semántia denotaional del lenguaje Lpw, neesitamos previamente dar algunasde�niiones. La noión de variante para programas determinístios se reemplaza por la siguiente extensiónprobabilístia.De�niión 6 Sean f : S !Int? y � 2 �; el variante de �, denotado por �[x=f ℄, está dado por:�[x=f ℄(�) = X�02V �(�0) donde V = f �0 2 S j �0[x=f(�0)℄ = � gEjemplo 6 Como se tiene que:hk = 0i[k=V(k div 2)(hk = 0i)℄ = hk = 0i[k=0℄ = hk = 0ihk = 1i[k=V(k div 2)(hk = 1i)℄ = hk = 1i[k=0℄ = hk = 0ihk = 2i[k=V(k div 2)(hk = 2i)℄ = hk = 2i[k=1℄ = hk = 1iasignando k div 2 a k en el estado probabilístio � = 12 hk = 0i+ 14 hk = 1i+ 14 hk = 2i da el estadoprobabilístio: �[k=V(k mod 2)℄ = 12 hk = 0i+ 14 hk = 0i+ 14 hk = 1i = 34 hk = 0i+ 14 hk = 1i .De�niión 7 12



Los operadores de eleión probabilístia �� y ondiional no esalado ? se de�nen omo:��� � : ���! � � 2 (0; 1)�1 �� �2 = ��1 + (1��)�2? : �! �  2 BChPV ari?�(�) = ( �(�) si B()(�)0 si :B()(�)El operador �� ombina dos estádos probabilístios on probabilidades apropiadas. El estádo prob-abilístio ?� se obtiene de � removiendo alguna probabilidad para los estádos determinístios que nosatisfaen la ondiión . La suma entre estados probabilístios se de�ne punto a punto, siempre uandola probabilidad total de ambos estados no exeda 1.(�1 + �2)(�) = ( �1(�) + �2(�) si P�2S �1(�) +P�2S �1(�) � 10 si P�2S �1(�) +P�2S �1(�) > 1Notar que uando la suma total de ambos estados exede 1, se tiene que �1 + �2 = �0 . Con estade�niión de la suma probabilístia, las siguientes euaiones se satisfaen trivialmente:(� �� �)(�) = (�� + (1��)�)(�) = (��)(�) + ((1��)�)(�)= ��(�) + (1��)�(�) = (�+ 1��)�(�) = �(�)(?� + :?�)(�) = (?�)(�) + (:?�)(�) = ( �(�) + 0 si B()(�)0 + �(�) si :B()(�) ) = �(�)Por lo tanto: � �� � = � y ?� + :?� = � .Ejemplo 7 Es simple ver ual es el efeto de los operadores(k 6= 0) ? ( 12 hk = 0i+ 12 hk = 1i) = 12 hk = 1i(k 6= 0) ? 1hk = 0i = �0(k 6= 0) ? 1hk = 1i = 1hk = 1i1hb = 2i � 12 ( 12 hb = 0i+ 12 hb = 1i) = 12 hb = 2i+ 14 hb = 0i+ 14 hb = 1iBajo estas de�niiones, la semántia denotaional de Lpw se de�ne de la siguiente manera:De�niión 8 La semántia denotaional de Lpw está dada por:D : Lpw ! (�! �)D( skip )(�) = �D( x := e )(�) = �[x=V(e)℄D( s; s0 )(�) = D(s0)�D(s)(�)�D( s�� s0 )(�) = D(s)(�) �� D(s0)(�)D( if  then s else s0 fi )(�) = D(s)(?�) +D(s0)(:?�)D( while  do s od )(�) = limN!1 : ? D�( if  then s else skip fi )N�(�)donde: s0 := skip y sN+1 := s; sN 13



Ejemplo 8 El siguiente ejemplo es una iteraión del ilo de un programa de 6.6.1 [4℄. Supongamos que� es el siguiente estado probabilístio:� = 12 ihx = i; done = falsei + Pij=1 12 jhx = j; done = trueiapliando la semántia del programa se tiene:D( if :done then x := x+ 1; done := true� 12 skip else skip fi )(�)= D( x := x+ 1; done := true� 12 skip )(:done?�) + (done?�)= D(x := x+ 1)D( done := true� 12 skip )(:done?�) + (done?�)= D(x := x+ 1)� D(done := true)(:done?�) � 12 D( skip )(:done?�) � + (done?�)= D(x := x+ 1)� (:done?�)[done=V(true)℄ � 12 (:done?�) � + (done?�)= D(x := x+ 1)� 12 ihx = i; done = falsei[done=V(true)℄ � 12 12 ihx = i; done = falsei � + (done?�)= D(x := x+ 1)� 12 i+1hx = i; done = truei + 12 i+1hx = i; done = falsei � + (done?�)= � 12 i+1hx = i; done = truei + 12 i+1hx = i; done = falsei �[x=V(x+ 1)℄ + (done?�)= 12 i+1hx = i+1; done = truei + 12 i+1hx = i+1; done = falsei + Pij=1 12 jhx = j; done = truei= 12 i+1hx = i+1; done = falsei + Pi+1j=1 12 jhx = j; done = trueiEjemplo 9 Este ejemplo tiene omo objetivo lari�ar un poo la semántia del while , que quizás seala menos intuitiva. Se le dará semántia al programa while (k 6= 0) do k := k div 2 od partiendodel estado hk = 2M i . En primer lugar se probará por induión en N dos propiedades auxliares;donde N es el numero de iteraión.� (1) 8 N � 1 : D(if N )hk = 2Ni = hk = 1iaso N = 1D( if 1)hk = 2i= D( if (k 6= 0) then k := k div 2 else skip fi )hk = 2i= D(k := k div 2)((k 6= 0)?hk = 2i) + D(skip )(:(k 6= 0)?hk = 2i)= D(k := k div 2)hk = 2i + D(skip )(�0)= hk = 2i[k=V(k div 2)℄ + �0= hk = 1i = D(k := k div 2)hk = 2i + D(skip )(�0)= hk = 2i[k=V(k div 2)℄ + �0= hk = 1i �aso N + 1D( if N+1)hk = 2N+1i= D( if N ; if )hk = 2N+1i= D( if N )D( if )hk = 2N+1i= D( if N )� D(k := k div 2)((k 6= 0)?hk = 2N+1i) + D(skip )(:(k 6= 0)?hk = 2N+1i) �= D( if N )� D(k := k div 2)hk = 2N+1i + D(skip )(�0) �= D( if N )� hk = 2N+1i[k=V(k div 2)℄ + �0 �= D( if N )hk = 2N= hk = 1i  � hipotesis indutiva � 14



� (2) 8 N �M+1 : D(if N )hk = 2M i = hk = 0iaso N =M+1D( if M+1)hk = 2M i= D( if ; if M )hk = 2M i= D( if )D( if M )hk = 2M i= D( if )hk = 1i  � por (1)= D(k := k div 2)((k 6= 0)?hk = 1i) + D(skip )(:(k 6= 0)?hk = 1i)= D(k := k div 2)hk = 1i + D(skip )(�0)= hk = 1i[k=V(k div 2)℄ + �0= hk = 0i �aso N + 1D( if N+1)hk = 2M i= D( if ; if N )hk = 2M i= D( if )D(if N )hk = 2M i= D( if )hk = 0i  � hipotesis indutiva= D(k := k div 2)((k 6= 0)?hk = 0i) + D(skip )(:(k 6= 0)?hk = 0i)= D(k := k div 2)(�0) + D(skip )hk = 0i= �0 + hk = 0i= hk = 0i �� D( while (k 6= 0) do k := k div 2 od )hk = 2M i= limN!1 :(k 6= 0) ? D(if N )hk = 2M i= :(k 6= 0) ? hk = 0i  � por (2)= hk = 0i �Puede probarse que la semantia es lineal on respeto al estádo probabilístio (ver lema 12 delapéndie), es deir que vale: D(s)(� � � + �0) = �D(s)(�) + D(s)(�0) . Sin embargo en generalD(s)(?�) 6= ?D(s)(�). Por ejemplo:D(x := 1)((x = 0)?hx = 0i) = D(x := 1)hx = 0i = hx = 0i[x=V(1)℄ = hx = 1ihx = 0i ? D(x := 1)hx = 0i = hx = 0i ? hx = 0i[x=V(1)℄ = hx = 0i ? hx = 1i = �0
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Prediados Probabilístios y extensión de Lógia de HoareEn está seión se dará la lógia probabilístia presentada en [4℄, en la ual los prediados espei�anpropiedades de estados probabilístios.Para deduir uales triplas fpgsfqg de Hoare son válidas, se introdue un sistema de prueba pH. Estesistema de prueba se basa en la lógia estándard de Hoare para programas no probabilístios. Las reglasonoidas de la lógia tradiional son adaptadas introduiendo probabilidad, y varias reglas nuevas sonañadidas. Está demostrado que este sistema de prueba es orreto y ompleto.De�niión 9 Sea IVar un onjunto de variables valuadas enteras, rangueadas por i. El onjunto deprediados determinístios es denotado DPred y rangueado por dp.dp ::= true j false j e = e j e < e j e � e j e > e j e � e jdp ^ dp j dp _ dp j :dp j dp! dp j 8i : dp j 9i : dpNotar que e 2ExphPVar[IVari es una expresión sobre variables de programa y variables valuadas enteras.El onjunto I de todas las interpretaiones de variables valuadas enteras está dado por I = IV ar ! Int?.Una interpretaión típia se denota on I. La relaión de satisfaión para prediados determinístios,se de�ne de la siguiente manera:_ � _ : (S � I)�DPred ! Bool(�; I) � true(�; I) 2 false(�; I) � :dp () :(�; I) � dp(�; I) � e rel e0 () V(e)(�; I) rel V(e0)(�; I)(�; I) � dp op dp0 () (�; I) � dp op (�; I) � dp0(�; I) � (8i : dp) () 8n 2 Int? : (�; I [i=n℄) � dp(�; I) � (9i : dp) () 9n 2 Int? : (�; I [i=n℄) � dpdonde: rel 2 f=; <;�; >;�g y op 2 f^;_;!gEjemplo 10 Como (i � 1 ^ x mod i = 0)! (i = 1 _ i = x) se satisfae en (hx = 3i; hi = ni) paratodo n 2 Int, ya que 3 es un numero primo; entones tenemos que para toda interpretaión I:(�; I) � 8i : (i � 1 ^ x mod i = 0)! (i = 1 _ i = x)Notar que tanto el estádo determinístio �, omo la interpretaión I de variables valuadas enteras sonneesarios para evaluar un prediado determinístio.De�niión 10 1. Una interpretaión J de variables valuadas enteras y reales es una funión queasigna un elemento de Int? a ada variable valuada entera y un elemento de R? a ada variablevaluada real. El onjunto R? es el los reales extendido de manera usual on el elemento ? denotandoinde�niión. La restriión de J a las variables valuadas enteras está denotada por JI ; y el onjuntode todas las interpretaiones se denota on J .16



2. Sea RVar el onjunto de variables valuadas reales, ranguedas por r. El onjunto de expresionesreales RealExp está rangueado por er.er ::= � j r j P(dp) j er + er j er � er j er � er j er=er j eerDonde � 2 R y e 2 hIVari . La funión de evaluaión para expresiones reales está dada por:Vr : RealExp! (��J ) ! R?Vr(�)(�; J) = �Vr(r)(�; J) = J(r)Vr(P(dp))(�; J) = P�2V �(�)Vr(er op e0r)(�; J) = Vr(er)(�; J) op Vr(e0r)(�; J)Vr(ere0)(�; J) = Vr(er)(�; J)V(e0)(JI)donde: V = f�0j(�0; JI) � dpg y op 2 f+;�; �; =g3. La metavariable j es usada para ranguear sobre la unión del onjunto de variables valuadas enterasy el onjunto de varibles valuadas reales: j ::= i j r.Ejemplo 11 En el estado probabilístio � = 13 hm = 0i+ 13 hm = 1i+ 13 hm = 2i y on la interpretaiónJ = hi = 2; r = 14 i, la expresión r � P(0 � m < i) evalúa a: 14 ( 13 + 13 ) = 16 .La distribuión de las variables de programa está dada por un estado probabilístio �, esa es la razónpor la ual una variable de programa no puede ser usada fuera del ontrutor P(�), ya que el valor de unavariable no es �jado en el estado probabilístio, solo la distribuión. Notar que el valor de P(dp) es laprobabilidad que el prediado determinístio dp sea válido en el estado probabilístio �. Esta probabilidadse obtiene sumando las probabilidades de todos los estádos determinístios que satisfaen dp.De�niión 11 El onjunto de ondiiones reales, denotado por RC está rangueado por r.r ::=  j er = er j er < er j er � er j er > er j er � er j r ^ r j r _ r j :r j r ! rDonde  2 BChIVari. La funión de evaluaión que omputa el valor de una ondiión real, dados losvalores de las variables, está dado por:Br : RC! (��J ) ! BoolBr()(�; J) = B()(JI)Br(:)(�; J) = :Br()(�; J)Br(e rel e0)(�; J) = Vr(e)(�; J) rel Vr(e0)(�; J)Br( op 0)(�; J) = Br()(�; J) op Br(0)(�; J)donde: rel 2 f=; <;�; >;�g y op 2 f^;_;!gEjemplo 12 Un ejemplo de ondiiones basadas en reales es P(x = 0) = 1 _ P(x = 1) = 1 . Notar queel estado probabilístio 1hx = 1i la satisfae, pero no así el estado 12 hx = 0i+ 12 hx = 1i17



De�niión 12 El onjunto de prediados probabilístios Pred está rangueado por p y q.p ::= r j p ^ p j p _ p j :p j p! p j9j : p j 8j : p j � � p j p+ p j p�� p j ?pDonde  2 BChPVari. La relaión de satisfaión para prediados probabilístios está dada por:_ � _ : (��J )� Pred! Bool(�; J) � r () Br(r)(�; J)(�; J) � � � p () 9�0 : � = � � �0 ^ (�0; J) � p(�; J) � p+ p0 () 9�1; �2 : � = �1 + �2 ^ (�1; J) � p ^ (�2; J) � p0(�; J) � p�� p0 () 9�1; �2 : � = ��1 + (1� �)�2 ^ (�1; J) � p ^ (�2; J) � p0(�; J) � ?p () 9�0 : � = ?�0 ^ (�0; J) � p(�; J) � :p () :(�; J) � p(�; J) � p op p0 () (�; J) � p op (�; J) � p0(�; J) � 8j : p () 8n 2 Int? : (�; J [j=n℄) � p(�; J) � 9j : p () 9n 2 Int? : (�; J [j=n℄) � pdonde: op 2 f^;_;!gEl operador+ es usado para la adiión de prediados, el operador �� sirve para esalar. El operador��ombina adiión y esalado; ?p da probabilidades ondiionales sin normalizar. Notar que dos prediadosprobabilístios p y q son equivalentes si y solo si:8� 2 �; J 2 J : (�; J) � p () (�; J) � qEjemplo 13 El prediado (8i : 0 � i < N ! P(m = i) = 1N ) die que la variable m está uniformementedistribuida en el intervalo [0; N). En la seión 3.3 se veri�a justamente un programa uya variable mtiene una distribuión uniforme. Si de�nimos p := P(x = 0) = 1_P(x = 1) = 1 entones el prediadop� 12 p es satisfeho por el estado probabilístio � = 12 hx = 0i+ 12 hx = 1i; sin embargo según el ejemplo12 este mismo estado no satisfaía el prediado p; lo ual veri�a que: (�; J) � p�� p ; (�; J) � p.A �n de probar la validez de triplas de Hoare del estilo f p g s f q g, se introdue el sistema de pruebapH. El sistema de prueba onsiste de axiomas y reglas omo las siguientes:
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fpg skip fpg (Skip) fp[x=e℄g x := e fpg (Assign)fpg s fp0g fp0g s0 fqgfpg s; s0 fqg (Seq) p0 ) p fpg s fqg q ) q0fp0g s fq0g (Cons)fpg s fqg fp0g s fqgfp _ p0g s fqg (Or) fpg s fqg j =2 FV (q)f9j : pg s fqg (Exists)fpg s fqg fpg s fq0gfpg s fq ^ q0g (And) fpg s fqg j =2 FV (p)fpg s f8j : qg (Forall)fpg s fqgf� � pg s f� � qg (Lin�) fpg s fqg fp0g s fq0gfp+ p0g s fq + q0g (Lin+)f?pg s fqg f:?pg s0 fq0gfpg if  then s else s0 fi fq + q0g (If) fpg s fqg fpg s0 fq0gfpg s�� s0 fq �� q0g (Prob)fpg if  then s else skip fi fpg p es h; si-losedfpg while  do sod fp ^ P() = 0g (While)Notar que las reglas (Skip), (Assign),(Seq) y (Cons) son omo las de la lógia de Hoare tradiional, peroempleando prediados probabilístios. Las reglas (If) y (While) han sido ambiadas. Las nuevas reglasintroduidas son: (Prob), (Or), (And), (Exists),(Forall), (Lin +), (Lin �). Notar que FV (p) representael onjunto de variables libres, es deir, las que no están ligadas a ningún uanti�ador 9, 8. En la lógiatradiional de Hoare, la regla Más adelante se dará una de�niión preisa y un ejemplo aera de laondiión h; si-losed para el invariante p en la regla (While).Ejemplo 14 El siguiente es un ejemplo de un arbol de prueba en el sistema pH. Usando las reglas enpH, se puede obtener la siguiente tripla de Hoare:f P(I) = 1 g UnifPow2n f �8j : 0 � j < 2log2:N : P(m = j ^ I) = 2�log2:N� gdonde I := n = N y UnifPow2n es el siguiente programa, uya variable m resulta tener unadistribuión uniforme en el intervalo: �0; 2log2:N�.k := n;m := 0;while (k 6= 0) dok := k div 2;b := 0� 12 b := 1;m := 2m+ bod
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;UnifPow2n

A �n de haer má legible la derivaión del arbol se dará una prueba outline. Primeramente de�nimos elinvariante probabilístio Inv del ilo, y un invariante estandard I que no es modi�ado por las variablesdel programa UnifPow2n. 19



Inv := (9i : q)q := �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:i : P(m = j ^ k = i ^ I) � 2�log2:N+log2:i�I := n = NNotar que 2�log2:N+log2:k no sería una expresión real orreta, ya que las variables de programa,en partiular la variable k, no pueden ser usadas en expresiones reales, exepto dentro de un prediadodeterminístio en el onstrutor P(� � �). Con lo ual es neesario introduir un 9, a �n de expresar:(9i : � � �P(k = i ^ � � �) � 2�log2:N+log2:i � � �)A ontinuaión se prueba la iniializaión y salida del ilo de UnifPow2n. Para probar que Inv esinvariante del ilo, se hae uso de la regla (Exists) apliada a la terna:f q g if (k 6= 0) then k := k div 2; b := 0� 12 b := 1; m := 2m+ b else skip fi f Inv gque será demostrada luego.
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f P(I) = 1 g) f P(0 = 0 ^ n = N ^ I) = 1 gk := n;f P(0 = 0 ^ k = N ^ I) = 1 gm := 0;f P(m = 0 ^ k = N ^ I) = 1 g) f Inv gwhile (k 6= 0) dok := k div 2;b := 0� 12 b := 1;m := 2m+ bodf P(k 6= 0) = 0 ^ Inv g) f �8j : 0 � j < 2log2:N : P(m = j ^ I) � 2�log2:N� g) f �8j : 0 � j < 2log2:N : P(m = j ^ I) = 2�log2:N� gEn la iniializaión, se usó dos vees la regla (Assign) y luego se aplió la regla (Cons). La primerimpliaión en la salida del ilo es lara por el heho que para algún valor i 6= 0, el prediadoP(m = j ^ k = i ^ I) � 2�log2:N+log2:iimplia alguna probabilidad positiva para k 6= 0. La ultima impliaión es onseuenia de que si valierael > estrito en alguna de las 2log2:N desigualdades entones tendriamos que:P(I) =Xj P(m = j ^ I) > 2log2:N2�log2:N = 1Lo ual es un absurdo, por lo tanto vale el = en las 2log2:N desigualdades.
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f q gwhile (k 6= 0) dof (k 6= 0)?q g) f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2)�1 :P(m = j ^ k div 2 = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� gk := k div 2;f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2)�1 :P(m = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� gb := 0� 12 b := 1;f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ even:j :P(2 �m+ b = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� � 12�8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ odd:j :P(2 �m+ b = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g) f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ even:j :P(2 �m+ b = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)� ^�8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ odd:j :P(2 �m+ b = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)� g) f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(2m+ b = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)� gm := 2m+ bf �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(m = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)� g) f q[i=i div 2℄ g) f Inv gf:(k 6= 0)?q gskipf true godf Inv + true g) f Inv gEn la primer impliaión se utiliza que i 6= 0 imlplia que log2:i = log2:(i div 2)+1. Seguidamente seaplia la regla (Assign) y luego la regla (Prob), donde las dos subpruebas orrespondientes a la premisa,son detalladas a ontinuaión:
22



�f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2)�1 :P(m = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g) f �8j : 0 � 2 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(2 �m+ 0 = 2 � j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� gb := 0;f �8j : 0 � 2 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(2 �m+ b = 2 � j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g) f �8j0 : 0 � j0 < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ even:j0 :P(2 �m+ b = j0 ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g�f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2)�1 :P(m = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g) f �8j : 0 � 2 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(2 �m+ 1 = 2 � j + 1 ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� gb := 1;f �8j : 0 � 2 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(2 �m+ b = 2 � j + 1 ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g) f �8j0 : 0 � j0 < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ odd:j0 :P(2 �m+ b = j0 ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� gEn la terer impliaión, ada una de las probabilidades 2�log2:N+log2:i+1 que �guran a la izquierda ydereha del operador � 12 se multiplia por 12 . La uarta impliaión es una partiión de rango. Finalmentese aplia la regla (Assign). Las ultima impliaiónes de la rama positiva del if son inmediatas porde�niión de q e Inv. Sabemos que true se satisfae en ualquier parte, en partiular en la rama negativadel if tenemos que vale la tripla: f:(k 6= 0)gskip ftrueg. Notar que uando ombinamos ambosresultados on el operador +, usando el lema 9 del apéndie, el invariante no se altera, ya que en el peorde los asos, la probabilidad se inrementa aun mas, manteniéndose el �. �n EjemploA �n de asegurar orreión total, la lógia de Hartog, refuerza la noión de invariante imponiendouna ondiión extra denominada: h; si-losed. Básiamente expresa que una seuenia de estadosprobabilístios que satisfae el estado p, que podrá ser obtenida por repetidas iteraiones del ilo while ,debe tener un límite también satisfaiendo p.De�niión 13 h; si-losed1. Para un prediado p la razón de terminaión del m-ésimo paso, denotada por rmh;si, es la mínimaprobalidad que, empezando de un estádo satisfaiendo p, el ilo while  do sod termine en m23



pasos. r(�)mh;si = P�2S �: ? D�(if  then s else skip fi )m�(�) � (�)rmh;si = inff r(�)mh;si j (�; J) � p g2. Una seuenia de estados (�m)m2N se denomina una h; si-seuenia dentro de p si (:?�m)m2N esuna adena asendente, para ada m 2 N el estádo �n satisfae p y se tiene queX�2S(:?�m)(�) � rmh;si3. Una h; si-seuenia (�m)m2N en p se die que termina en p si el supremo de la seuenia (:?�m)m2Nsatisfae p.4. Un prediado p es llamado h; si-losed si ada h; si-seuenia en p termina en p.La noión de h; si-losedness expresa que una seuenia que puede ser obenida por repetidas itera-iones del ilo while  do s od tendrá un supremo satisfaiendo p. Notar que para un ilo que termina,ada prediado p automatiamente satisfae h; si-losedness, on lo ual no es neesario hequear esasondiiones. El siguiente ejemplo hequea la ondiión h; si-losed para el invariante Inv del ejemplo 16.Ejemplo 15 En el ejemplo 16 demostramos la invarianza de Inv respeto del ilo, lo que faltabahequear es que Inv sea h; si-losed. Asumamos alguna interpretaión �ja J . Calulemos en primerlugar la razón de terminaión en m-pasos. Para un estado que satisfae q usamos la tripla de Hoarededuida anteriormente:f q g if (k 6= 0) then k := k div 2; b := 0� 12 b := 1; m := 2m+ b else skip fi f q[i=i div 2℄ gEsta tripla die que si: (�; J) � q entones 8m 2 Int : (if mh;si(�); J) � q[i=i div 2m℄ .Como i � N y N div 2 = 0 , m � log2:N ; luego q[i=i div 2m℄ implia que:P(k = 0) = ( 0 si i div 2m 6= 01 si i div 2m = 0 � ( 0 si N div 2m 6= 01 si N div 2m = 0 = ( 0 si m < log2:N1 si m � log2:Non lo ual tenemos que(�; J) � q ) r(�)mh;si � ( 0 si m < log2:N1 si m � log2:NPor lo tanto para todos los estados que satisfaen el prediado Inv y para todo m � log2:N : rmh;si = 1.Un estado satisfaiendo (9i : i < log2:N ^ q) no puede tener una razón de terminaión de 1. Estosigni�a que si (�m)m2N es una h; si-seuenia en Inv, entones �m satisfae (9i : i � log2:N ^q) .Todos los estados �m on m � log2:N satisfaen P(k = 0) = 1 , por lo tanto el supremo de la seueniaexiste y también satisfae P(k = 0) = 1 .A �n de haer mas legible la prueba, usaremos los siguientes azuares sintátios:� (9j : 0 � j < K : Pj) := (9j : 0 � j ^ j < K ^ Pj)24



� (8j : 0 � j < K : Pj) := (8j : 0 � j ^ j < K ! Pj)� ( N j : 0 � j < K : Pj ) � L :=�9j1 : � � � : 9jL : 0 � j1 ^ j1 < j2 ^ � � � ^ jL < K ^ Pj1 ^ � � � ^ PjL �� prime:N := N > 1 ^ � 8i : i � 1 ^N mod i = 0 ! i = 1 _ i = N �� even:j := j mod 2 = 0� odd:j := j mod 2 = 1Por otra parte la notaión: f p gf p0 g s f q gf p0 g representará que:� vale la tripla: f p g s f q g� vale la tripla: f p0 g s f p0 g , porque el programa s no modi�a ninguna variable del prediado p0.� vale la tripla: f p ^ p0 g s f q ^ p0 g3.2 Veri�aión de FatorTwosEn primer lugar se de�ne el invariante probabilístio Inv del ilo. Luego se de�ne un prediado proba-bilístio q que representa una partiión del estado � que se satisfae en ese punto; ya que en una parte valela ondiión (s mod 2 = 0) y en la otra parte vale la ondiión (s mod 2 6= 0). El invariante determinístioI es simplemente un prediado estandard que no es modi�ado por ninguna variable de FatorTwos.Inv := P(n� 1 = 2rs ^ I) = 1q := r1 + r2 = 1 ^ P(s mod 2 = 0 ^ n� 1 = 2rs ^ I) � r1 ^P(s mod 2 6= 0 ^ n� 1 = 2rs ^ I) � r2I := n = N ^N � 3 ^ odd:Nf P(I) = 1 g) f P(n� 1 = 20(n� 1) ^ I) = 1 gr := 0;f P(n� 1 = 2r(n� 1) ^ I) = 1 gs := n� 1;f Inv g) f 9r1; r2 : q gf q gwhile (s mod 2 = 0) dos := s div 2;r := r + 1odf Inv ^ P(s mod 2 = 0) = 0 g) f P(n� 1 = 2rs ^ odd:s ^ I) = 1 g 25



En la iniializaión se utilizó 3 vees la regla (Assign); y luego se aplió la regla (Cons), donde paraeste aso partiular: p0 := P(I) = 1 y q0 := (9r1; r2 : q) . Notar que luego de la iniializaón, se divideel invariante Inv en dos partes disjuntas; en la primera vale la ondiión (s mod 2 = 0) on probabilidadde al menos r1, y en la segunda vale la ondiión :(s mod 2 = 0) on probabilidad de al menos r2; porotra parte, la suma total de ambas variables probabilístias es 1. Luego se usó 2 vees la regla (Exists),donde la premisa es la terna:f q g if (s mod 2 = 0) then s := s div 2; r := r + 1 else skip fi f Inv gque se demostrará a ontinuaión. A la salida del ilo, vale que la variable s es impar on probabilidad1. f q gwhile (s mod 2 = 0) dof (s mod 2 = 0)?q g) f r1 + r2 = 1 ^ P(n� 1 = 2rs ^ s mod 2 = 0 ^ I) � r1 g) f r1 + r2 = 1 ^ P(n� 1 = 2r+1(s div 2) ^ I) � r1 gs := s div 2;f r1 + r2 = 1 ^ P(n� 1 = 2r+1s ^ I) � r1 gr := r + 1f r1 + r2 = 1 ^ P(n� 1 = 2rs ^ I) � r1 gf :(s mod 2 = 0)?q g) f P(n� 1 = 2rs ^ I) � r2 gskip ;f P(n� 1 = 2rs ^ I) � r2 godf (r1 + r2 = 1 ^ P(n� 1 = 2rs ^ I) � r1) + (P(n� 1 = 2rs ^ I) � r2) g) f Inv gEn la rama positiva del if se orta el prediado q por la ondiión (s mod 2 = 0), on lo ualsolo sigue valiendo la expresión orrespondiente a la variable probabilístia r1. Notar que el invariantedeterminístio I asegura que s > 0, ya que N � 3, on lo ual s = 2(s div 2). Luego se usó dos vees laregla (Assign) y dos vees la regla (Cons). En la rama negativa del if se orta el prediado q por laondiión :(s mod 2 = 0), aqui fueron usadas las reglas (Skip) y (Cons). Finalmente hay que ombinarlos efetos de ambas ramas del if , esto se logra on el operador +; apliando la regla (If).Por lo tanto la siguiente tripla es válida:f P(I) = 1 gFatorTwosf P(n� 1 = 2rs ^ odd:s ^ I) = 1 gSi además notamos que los prediados prime:N y :prime:N no son modi�ados por ninguna variablede FatorTwos, tenemos también la validéz del siguiente par de triplas:26



f P(I ^ prime:N) = 1 gFatorTwosf P(n� 1 = 2rs ^ odd:s ^ I ^ prime:N) = 1 gf P(I ^ prime:N) = 1 gFatorTwosf P(n� 1 = 2rs ^ odd:s ^ I ^ :prime:N) = 1 g3.3 Veri�aión de Uniforma[2; n�1℄En primer lugar de�nimos el invariante Inv del ilo, el ual es una disjunión de dos términos. Elprimero de ellos q1 expresa que en ada una de las j�ésimas iteraiones existe una probalidad de queel ilo termine. El segundo de ellos expresa que desde la primera hasta la i-ésima iteraión existeuna probabilidad de que el ilo termine; si ello no ourrió en las i � 1 primeras iteraiones, hay unaprobabilidad de (1 � �)i de que se genere un m fuera del rango deseado [0; N) y se itere nuevamente.Notar que I es algún prediado determinístio en el ual vale n = N y no es no es modi�ado por ningunade las variables de Uniforma[0; n�1℄. Finalmente se de�ne una onstante � para simpli�ar la notaión.Inv := q1 _ (9i : q)q1 := (8j : j > 0 : p)q := P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)i ^ (8j : 1 � j � i : p)p := ( 8k : 2 � k < N : P(z = j ^m = k ^ I) = �N�2(1� �)j�1 )I := n = N ^ � � �� := (N�2)2�log2:Nf P(I) = 1 g) f P(0 = 0 ^ :(2 � n < n) ^ I) = (1� �)0 ^ (8j : 1 � j � 0 : p) gz := 0;f P(z = 0 ^ :(2 � n < n) ^ I) = (1� �)0 ^ (8j : 1 � j � 0 : p) gm := n;f P(z = 0 ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)0 ^ (8j : 1 � j � 0 : p) g) f Inv gwhile :(2 � m < n) doUnifPow2n;z := z + 1od ;f P(:(2 � m < n) ) = 0 ^ Inv g) f (8k : 2 � k < N : P(m = k ^ I) = 1N�2) ga := mf (8k : 2 � k < N : P(a = k ^ I) = 1N�2) g 27



En la inializaión se usó dos vees la regla (Assign). La primer impliaión es inmediata. La segundaimpliaión se obtiene tomando i = 0 en q. Notar que la ultima impliaión es válida usando en elprediado q1 el siguiente heho:(1� �) 6= 0 ) Xj>0(1� �)j�1 = 1Xj=0(1� �)j = 11� (1� �) = 1�Para mostrar que Inv es invariante la regla (Or) es usada para dividir la prueba en dos partes, laprimera de ellas es simple y la desarrollamos a ontinuaión.f q1 gwhile :(2 � m < n) dof:(2 � m < n)?q1 g) f P(true) = 0 gUnifpow2n;z := z + 1f P(true) = 0 gf (2 � m < n)?q1 g) f q1 gskipf q1 godf P(true) = 0 + q1 g) f q1 g) f Inv gNotar que en q1 vale (2 � m < n) on probabilidad 1; por lo tanto uando se lo orta por laondiión :(2 � m < n) se obtiene el prediado P(true) = 0 , ya que se está reortando todo el estadoprobabilístio.En la rama negativa del if , uando ortamos al prediado q1 on la ondiión :(2 � m < n) ,en realidad no se reorta nada porque el mismo onsidera uniamente aquellos m que están en el rango[2; N).Finalmente ombinamos ambos resultados on el operador probabilístio + y luego se aplia el lema13. La última impliaión se desprende de las de�niines de q1 y Inv.En la segunda parte de la prueba, para demostrar el invariante Inv usamos la regla (Exists) apliadaa la terna: f q g if :(0 � m < n) then UnifPow2n; z := z + 1 else skip fi f Inv g
28



f 9i : q gf q gwhile :(2 � m < n) dof:(2 � m < n)?q g) f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)i g) (1� �)i� f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = 1 gf P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = 1 g) f P(I) = 1 gfP(z = i) = 1gUnifPow2n;f (8k : 2 � k < 2�log2:N : P(m = k ^ I) = 2�log2:N ) gfP(z = i) = 1g) f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �) ^( 8k : 2 � k < N : P(z = i ^m = k ^ I) = �N�2 ) g(1� �)i� f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �) ^( 8k : 2 � k < N : P(z = i ^m = k ^ I) = �N�2 ) g) f P(z + 1 = i+ 1 ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)i+1^( 8k : 2 � k < N : P(z + 1 = i+ 1 ^m = k ^ I) = �N�2(1� �)i ) gz := z + 1f P(z = i+ 1 ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)i+1 ^ p[j=i+ 1℄ gf (2 � m < n)?q g) f (8j : 1 � j � i : p) gskipf (8j : 1 � j � i : p) god ;f � P(z = i+ 1 ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)i+1 ^ p[j=i+ 1℄ � + (8j : 1 � j � i : p) g) f q[i=i+ 1℄ g) f Inv gEn la rama positiva del if uando se orta al prediado q on la ondiión :(2 � m < n) , sedesarta el termino dereho de q porque allí se satisfae que m está en el rango [2; N). La segundaimpliaión es una apliaión del lema 10 del apéndie. En la subprueba identada se utilizó que ningunavariable de UnifPow2n modi�a al prediado z = i . Por otra parte usando algebra se determina quela probabilidad de que m aiga fuera del en el rango [2; N) es de: 1� (N�2)2�log2:N = 1� � , mientrasque la probabilidad de que m sea alguna ontante partiular del rango [2; N) es de: 2�log2:N = �N�2 .
29



Luego se aplia la regla (Lin �) a la terna:f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = 1 gUnifPow2n;f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �) ^( 8k : 2 � k < N : P(z = i ^m = k ^ I) = �N�2 ) gesalando por el valor de la expresión (1��)i. En la impliaión posterior al esalado se aplia nuevamenteel lema 10 del apéndie; �nalmente se aplia la regla (Assign).Cuando se orta al prediado q por la ondiión :(2 � m < n) en la rama negativa del if , sedesarta el término izquierdo de q; donde se satisfae que m está fuera del rango [2; N).Finalmente se ombinan los resultados de las dos ramas del if on el operador probabilístio +.Notar que en este punto el término p[j=i + 1℄ se agrega a la onjunión (8j : 1 � j � i : p) . De estamanera se reupera el prediado q, pero on la variable logia i inrementada en 1. La última impliaiónes onseuenia de las de�niones de q e Inv.Hasta el momento demostramos que vale la triplaf Inv g if :(2 � m < n) then UnifPow2n; z := z + 1 else skip fi f Inv gLo que resta omprobar es que el invariante Inv es: h:(2 � m < n) ; unifpow2n; z := z + 1i-losedAsumamos alguna interpretaión J �ja. En primer lugar alulamos la razón de terminaión en k-pasos. para los estados que satisfaen q1 , la razón de terminaión es laramente 1. para un estadosatisfaiendo q usamos la tripla de Hoare deduida anteriormente.f q g if :(2 � m < n) then UnifPow2n; z := z + 1 else skip fi f q[i=i+ 1℄ gEsta da que si (�; J) j= q entones (if kh;si; J) j= q[i=i+k℄ para ada k 2 N. Como q[i=i+k℄ impliaque P(2 � m < n) � 1� (1� �)k tenemos(�; J) j= q ) r(�)kh;si � 1� (1� �)kEntones para todos los estados que satisfaen el prediado p , la razón de terminaión en k-pasos es almenos 1� (1� �)k , rkh;si � 1� (1� �)k . Posteriormente mostramos que alguna h; si-seuenia dentrode p termina en un estado satisfaiendo q1 , para ello el prediado Inv es separado en dos partes:Inv � pk _ (9i : i < k ^ q)donde: pk := q1 _ (9i : i � k ^ q)Un estado satisfaiendo (9i : i < k ^ q) no puede tener una razón de terminaión de 1� (1� �)k . Estosigni�a que si (�k)k2N es una h; si-seuenia dentro de p entones �n satisfae pk . Todos los estados�k on k � j satisfaen P(2 � m < n ^ z = j) = �(1� �)j�1 . La probabilidad P(2 � m < n ^ z = j)no puede ambiar en el supremo de la seuenia. La seuenia debe entones terminar en un estadosatisfaiendo P(2 � m < n^ z = j) = �(1� �)j�1 . Esto vale para todos los valores de j . Notar que elprediado Inv no sería errado sin la presenia del termino q1 .30



De esta manera se obtiene el generador de numeros aleatorios neesario para ejeutar el algoritmo deMillerRabin. Lo llamaremos Uniforma[2; n � 1℄ , el mismo almaenará en la variable a un numeroon distribuión uniforme en el rango [2; n � 1℄. Notar que la preondiión y postondiión de la triplaveri�ada, es independiente de la variable z; es deir que diha variable fue utilizada para demostrar queInv es invariante, llevando la uenta de la antidad de vees que se iteró. Por lo tanto podemos eliminarz, ya que no partiipa en el ontrol de �ujo del programa.f P(I) = 1 gm := n;while :(2 � m < n) doUnifPow2nod ;a := mf (8k : 2 � k < N : P(a = k ^ I) = 1N�2) g3.4 Veri�aión de WitnessTailPrimeramente de�nimos el invariante Inv del ilo.Inv := P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� = 1w(e) := (9j : 0 � j < e : a2j+1s mod n = 1 ^ a2js mod n 6= 1 ^ a2js mod n = n� 1)I := n�1 = 2rs ^ odd:s ^ n = N ^ N � 3 ^ odd:Nq1 := r1 + r2 = 1 ^P� (y < r ^ :witness) ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r1 ^P�:(y < r ^ :witness) ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r2Notar que en la variable a0 se va alulando la siguiente seuenia:�a20s mod n; : : : ; a2rs mod n�Si alguno de los elementos de la seuenia no satisfae algunos de los test de primalidad esperados (losdel primer apítulo); a se onvierte en una base testigo y ello queda registrado en la variable booleanawitness. El prediado w(e) expresa la parte de la seuenia sobre la ual ya se ha veri�ado los test deprimalidad: �a20s mod n; : : : ; a2e�1s mod n�Es fáil ver que por de�niión se satisfaen las siguientes equivalenias:w(0) , falsew(y + 1) , w(y) _ (a2y+1s mod n = 1 ^ a2ys mod n 6= 1 ^ a2ys mod n = n� 1)w(r) _ (an�1 mod n 6= 1) , witness:n:aIgual que en las veri�aiones anteriores, el invariante estandard I tampoo es modi�ado por algunavariable del programa WitnessTail. 31



f P(I) = 1 g) f P�0 � r ^ as mod n = a20s mod n ^ (false, w(0)) ^ I� = 1 ga0 := as mod n;f P�0 � r ^ a0 = a20s mod n ^ (false, w(0)) ^ I� = 1 gy := 0;f P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (false, w(y)) ^ I� = 1 gwitness := false;f Inv g) f 9r1; r2 : q1 gf q1 gwhile (y < r ^ :witness) doif (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) thena0 := a02 mod n;witness := (a0 = 1)elsea0 := a02 mod nfi ;y := y + 1od ;f P(y < r ^ :witness) = 0 ^ Inv g) f P�:(y < r ^ :witness) ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� = 1 g) f P� �y � r ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� _�witness ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � = 1 g) f P� (a0 = an�1 mod n ^ (witness, w(r)) ^ I) _((witness _ a0 6= 1, w(r) _ an�1 mod n 6= 1) ^ I) � = 1 g) f P� (witness _ a0 6= 1, w(r) _ an�1 mod n 6= 1) ^ I � = 1 gwitness := witness _ a0 6= 1;f P� (witness, w(r) _ an�1 mod n 6= 1) ^ I � = 1 g) f P((witness, witness:n:a) ^ I) = 1 gEn la parte de iniializaión se usó tres vees la regla (Assign). Luego se aplió la regla (Exists) dondela premisa orrespondiente es la tripla:f q1 g if (y < r ^ :witness) then � � � else skip fi f Inv gla ual se demostrará luego. En la salida del ilo, omo vale la ondiión (y < r ^ :witness) onprobabilidad 0, y el invariante implia que la probabilidad total es 1, se tiene que la probabilidad de:(y < r^:witness) es 1; justi�ándose de esta manera la primer impliaión. En la segunda impliaiónse utiliza que ^ se distribuye on respeto a _ quedando así una disyunión de dos términos. En la tererimpliaión, en el término izquierdo se usó que y = r y 2rs = n� 1 (asegurado por I); mientras que enel término dereho se reurrió a la siguiente propiedad lógia:(A ^ (A, B)) ) ((A _ A0), (B _ B0))32



La uarta impliaión de la salida del ilo es por el siguiente heho:(A) B) ) (A _ B)) By la última es por de�niión de witness:n:a.A ontinuaión se demuestra la tripla pendiente, antes de ello de�nimos el siguiente prediado queserá neesario para veri�ar el if anidado en el ilo.q2 := r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) ^ y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^(witness, w(y)) � � r3 ^P�:(a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) ^ y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^(witness, w(y)) � � r4f q1 gwhile (y < r ^ :witness) dof (y < r ^ :witness)?q1 g) f r1 + r2 = 1 ^P� y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r1 g) f 9r3; r4 : q2 gf q2 gif (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) thena0 := a02 mod n;witness := a0 = 1elsea0 := a02 mod nfi ;f r1 + r2 = 1 ^ P�y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r1 gy := y + 1f r1 + r2 = 1 ^ P� y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r1 gf:(y < r ^ :witness)?q1 g) f P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r2 gskipf P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r2 godf� r1 + r2 = 1 ^ P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r1 � +� P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r2 � g) f Inv gNotar que aquí todas las impliaiones son apliaiones de los lemas del apéndie. En la rama positivadel if se usó en primer lugar la regla (Exists) y en segundo lugar la regla (Assign). Mientras que en larama negativa del if se aplió la regla (Skip). 33



f q2 gif (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) thenf (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1)?q2 g) f r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) ^ y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^(witness, w(y)) ^ I� � r3 g) f r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) ^ y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^( witness _ (a02 mod n = 1 ^ a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1),w(y) _ (a2y+1s mod n = 1 ^ a2ys mod n 6= 1 ^ a2ys mod n = n� 1) ) ^ I� � r3 g) f r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (a02 mod n = 1, w(y + 1)) ^ I� � r3 ga0 := a02 mod n;f r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (a0 = 1, w(y + 1)) ^ I� � r3 gwitness := a0 = 1f r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r3 gelsef:(a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1)?q2 g) f P�:(a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) ^ y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^(witness _ (a02 mod n = 1 ^ a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1), w(y + 1)) ^ I� � r4 g) f P� y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r4 ga0 := a02 mod nf P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r4 gfif � r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r3 � +� P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r4 � g) f r1 + r2 = 1 ^ P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r1 g3.5 Veri�aión de MillerRabin1, on N primoSe de�ne el siguiente invariante estandard I que ninguna variable de MillerRabin1 modi�a.I := n�1 = 2rs ^ odd:s ^ n = N ^ N � 3 ^ odd:N
34



f P(I ^ prime:N) = 1 g) f P(I) = 1 gf P(prime:N) = 1 gUniforma[2; n� 1℄;f (8j : 2 � j � N�1 : P(a = j ^ I) = 1N�2 ) gf P(prime:N) = 1 g) f P(I ^ 0 < a < n ^ prime:N) = 1 g) f P(I) = 1 gf P(:witness:n:a ^ prime:N) = 1 gWitnessTailf P((witness, witness:n:a) ^ I) = 1gf P(:witness:n:a ^ prime:N) = 1 g) f P(:witness ^ I ^ prime:N) = 1 gLa primer impliaión es inmediata y la notaión f p gf p0 g es una manera onveniente de representarla onjunión entre ambos prediados: f p ^ p0 g. El término dereho de la onjunión P(prime:N) =1 no es modi�ado por ninguna variable de Uniforma[2; n � 1℄. La segunda impliaión se obtienesumando ada una de las N�2 probabilidades de que a sea alguna onstante en el rango [2; N�1℄. Laterer impliaión es la más importante, y es aquí donde se aplia una de las propiedades matemátiasfundamentales enuniadas al omienzo:0 < a < n ^ prime:n ) :witness:n:aDe manera similar, el prediado: P(:witness:n:a ^ prime:N) = 1no es alterado por ninguna variable del programa WitnessTail. En la última impliaión se usó lasiguiente propiedad lógia: ((A, B) ^ :B) ) :ANotar que la propiedad que brinda esta ver�aión es muy importante, porque signi�a que ualquierasea la base a sorteada en el rango [2; N �1℄, nuna será un testigo; es deir: P(:witness) = 1. Lareperusión que tiene esto es grande, porque en ada una de las T iteraiones que ejeute el programaprinipal MllerRabin, nuna enontrará un testigo, es deir que valdrá: P(prime) = 1.3.6 Veri�aión de MillerRabin1, on N ompuestoDe�nimos el mismo invariante estandard que antes:I := n�1 = 2rs ^ odd:s ^ n = N ^ N � 3 ^ odd:N
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f P(I ^ :prime:N) = 1 g) f P(I) = 1 gf (Nj : 0 < j < N : witness:N:j) � N�12 gUniforma[2; n� 1℄;f (8j : 2 � j � N�1 : P(a = j ^ I) = 1N�2 ) gf (Nj : 0 < j < N : witness:N:j) � N�12 g) f P(I) = 1 gf P(witness:n:a) � 12 gWitnessTailf P((witness, witness:n:a) ^ I) = 1 gf P(witness:n:a) � 12 g) f P(:witness) � 12 ^ P(true) = 1 g) f P(:witness) � 12 gLa primer impliaión es la más importante y es aquí donde se aplia la otra propiedad matemátiafundamental enuniada al omienzo:n � 3 ^ odd:n ^ :prime:n ) j fa : 0 < a < n ^ witness:n:a g j � n�12En la segunda impliaión, P(I) = 1 se reupera sumando ada una de las N�2 probabilidades de que asea una onstante del rango [2; N�1℄. Por otra parte omo existen al menos N�12 bases j que son testigos,y la probabilidad de que a sea ualquiera de ellas es de 1N�2 entones la probabilidad de que a sea untestigo será: (N�12 )( 1N�2) � 12 . Por lo tanto el prediado P(witness:n:a) � 12 también vale en la segundaimpliaión. En la penúltima impliaión, omo la probabilidad que valga witness:n:a es de al menos 12 ypor otra parte en todos los estados determinístios del estado probabilístio se satisfae la equivalenia:witness, witness:n:a ; entones se tiene que la probabilidad de que witness sea verdadero es al menos:12 . La última impliaión es onseuenia de que la probabilidad total es 1 y por lo tanto la probabilidadde que valga :witness es a lo sumo 1� 12 = 12 .También en esta aso (N ompuesto), la reperusión de la validéz de la terna:f P(I ^ :prime:N) = 1 g MillerRabin1 f P(:witness) � 12 ges muy grande, ya que si se ejeutan T iteraiones de este fragmento en el programa prinipalMillerRabin;la probabilidad de que en ada una de ellas witness sea falso será � 12 � � � 12 = 12T . Es deir que laprobabilidad de que no aparezan testigos deree on ada iteraión: P(:prime) � 12T .3.7 Veri�aión de MillerRabin, on N primoEn primera instania de�nimos el invariante Inv del ilo.Inv := p _ (9i : q)p := P(prime ^ x = T ^ I ^ prime:N) = 1q := i < T ^ P(prime ^ x = i ^ I ^ prime:N) = 1I := n�1 = 2rs ^ odd:s ^ n = N ^ N � 3 ^ odd:NEl invariante expresa que siempre vale prime on probabilidad 1. La presenia del término prime:N esfundamental para que en ada iteraión la probabilidad de prime se mantenga igual a 1. Observar que obien se está en la ultima iteraion T , o existe un i < T tal que se está en la i-ésima iteraión. De manera36



similar a las veri�aiones anteriores, I es un invariante estandard que no es modi�ado por ningunavarible del programa MillerRabin.f P(I ^ prime:N) = 1 g) f P(true ^ 0 = 0 ^ I ^ prime:N) = 1 gprime := true;f P(prime ^ 0 = 0 ^ I ^ prime:N) = 1 gx := 0;f P(prime ^ x = 0 ^ I ^ prime:N) = 1 g) f Inv gwhile (x < T ) doMillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1odf P(x < T ) = 0 ^ Inv g) f P(prime ^ x = T ^ I ^ prime:N) = 1 g) f P(prime) = 1 gEn la iniializaión se aplió dos vees la regla (Assign) y luego la regla (Cons). En la salida del ilovale x < T on probabilidad 0; on lo ual la parte del invariante que sobrevive es p, ya que algún valori < T implia una probabilidad positiva para x < T . A �n de mostrar que Inv es invariante la regla (Or)es usada para dividir la prueba en dos partes, una donde la preondiión es f 9i : q g y otra donde lapreondiión es f p g.
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f 9i : q g) f q gwhile (x < T ) dof (x < T )?q g) f i < T ^ P(prime ^ x = i ^ I ^ prime:N) = 1 g) f P(I ^ prime:N) = 1 gf i < T ^ P(prime ^ x = i) = 1 gMillerRabin1;f P(:witness ^ I ^ prime:N) = 1 gf i < T ^ P(prime ^ x = i) = 1 g) f i+1 � T ^ P(prime ^ :witness ^ x+ 1 = i+1^ I ^ prime:N) = 1 gprime := prime ^ :witness;f i+1 � T ^ P(prime ^ x+ 1 = i+1^ I ^ prime:N) = 1 gx := x+ 1f i+1 � T ^ P(prime ^ x = i+1^ I ^ prime:N) = 1 gf:(x < T )?q gskipf true godf ( i+1 < T ^ P(prime ^ x = i+1^ I ^ prime:N) = 1 ) + true g) f q[i=i+1℄ g) f Inv gAquí se aplió la regla (Exists) a la tripla:f q g if (x < T ) then � � � else skip fi f Inv gEn la rama positiva del if uando se orta a q por la ondiión x < T , en de�nitiva no se reortanada, porque en el prediado q vale x = i on probabilidad 1, pero i < T . La segunda impliaión sedesprende de que todos los prediados determinístios dentro del onstrutor P(� � �) valen on probabilidad1. Nuevamente la notaión f p gf p0 g representa la onjunión f p ^ p0 g. Seguidamente la tripla de laizquierda es la veri�ada anteriormente, mientras que la tripla de la dereha:f i < T ^ P(prime ^ x = i) = 1 g MillerRabin1 f i < T ^ P(prime ^ x = i) = 1 ges válida porque ninguna variable del programa MillerRabin1 modi�a las variables prime; x. La tererimpliaión se satisfae por las mismas razones que la primer impliaión. Finalmente se aplia dos veesla regla (Assign).En la rama negativa del if , solo se hizo uso que true se satisfae en todas partes.Cuando se ombinan ambas partes del if on el operador probabilístio +, la probabilidad = 1 seonvierte en � 1; pero omo la probabilidad total siempre es � 1, se mantiene el = 1. Notar que en larama negativa del if , uando se orta a q por la ondiión :(x < T ), en lugar de haber puesto true sepodría haber puesto: P(prime ^ x = i ^ I ^ prime:N) = 038



Con lo ual, uando se ombinan ambas partes del if on el operador + se mantiene el = 1, de unaforma más preisa. La última impliaión es inmediata, q[i=i+1℄ representa el prediado q, donde se haeel reemplazo sintátio i i+1.f p gwhile (x < T ) dof (x < T )?p gMillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1f true gf:(x < T )?p g) f p gskipf p godf true+ p g) f p g) f Inv gPara este aso pueden haere observaiones similares a las de la veri�aión anterior. El prediadotrue se satisfae en ualquier parte. Cuando se reorta a p por la ondiión :(x < T ) la probabilidad enp no deree porque vale x = T on probabilidad 1. Cuando se ombinan ambas partes de if on eloperador +, también aquí se onserva el = 1.3.8 Veri�aión de MillerRabin, on N ompuestoSe de�ne el invariante Inv del ilo:Inv := p _ (9i : q)p := P(prime) � 12T ^ P(x = T ^ I ^ :prime:N) = 1q := i < T ^ P(prime) � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1I := n�1 = 2rs ^ odd:s ^ n = N ^ N � 3 ^ odd:NEl invariante es una disjunión de dos términos. El término p expresa que la probabilidad de estaren la última iteraión T es 1 y que la probabilidad de que prime sea verdadero en la última iteraiónesta aotada superiormente por 12T . El término (9i : q) expresa que existe un i < T tal que se está enla i-ésima iteraión on probabilidad 1 y que la probabilidad de que prime sea verdadero en ese puntoes a lo sumo 12 i. Notar que el prediado :prime:N es fundamental aquí para garantizar que en ada unade las iteraiones, la probabilidad de que apareza una base a testigo en MillerRabin1 sea a lo sumo 12 .Igual que en las veri�aiones anteriores el invariante estandard I no es modi�ado por ninguna variable39



de MillerRabin.f P(I ^ :prime:N) = 1 g) f P(true) � 12 0 ^ P(0 = 0 ^ I ^ :prime:N) = 1 gprime := true;f P(prime) � 12 0 ^ P(0 = 0 ^ I ^ :prime:N) = 1 gx := 0;f P(prime) � 12 0 ^ P(x = 0 ^ I ^ :prime:N) = 1 g) f Inv gwhile (x < T ) doMillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1odf P(x < T ) = 0 ^ Inv g) f P(prime) � 12T ^ P(x = T ^ I ^ :prime:N) = 1 g) f P(:prime) � 1� 12T gEn la parte de iniializaión se aplió dos vees la regla (Assign) y luego la regla (Cons). La segundaimpliaión se justi�a tomando i = 0 en el prediado q de Inv. En la salida del ilo se tiene que valep ; ya que algún valor i < T se tiene una probabilidad positiva para x < T . Es importante destaar queen la última impliaión, la presenia del término P(x = T ^ I ^ :prime:N) = 1 es fundamental. Laimportania radia en que el mismo implia que la probabilidad total es 1, lo ual permite hablar aerade la probabilidad de :prime en funión de la probabilidad de prime. Igual que antes a �n de probar queInv es invariante se utiliza la regla (Or) para dividir la prueba en dos partes: una donde la preondiiónes f 9i : q g y otra donde donde la preondiión es f p g .
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f 9i : q gf q gwhile (x < T ) dof (x < T )?q g) f 9r : P(prime) = r ^ i < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1gf P(prime) = r ^ i < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1 g) f P(I ^ :prime:N) � r ^ i < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1g) f r � P(I ^ :prime:N) � 1 g fi < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1 gf P(I ^ :prime:N) � 1 g) f P(I ^ :prime:N) = 1 gMillerRabin1;f P(:witness) � 12 g) f P(prime ^ :witness) � 12 gprime := prime ^ :witness;f P(prime) � 12 gf r � P(prime) � 12 g f i < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1 g) f i < T ^ P(prime) � 12 i+1 ^ P(x+ 1 = i+ 1 ^ I ^ :prime:N) = 1gx := x+ 1f i < T ^ P(prime) � 12 i+1 ^ P(x = i+ 1 ^ I ^ :prime:N) = 1 gf:(x < T )?q g) f P(true) = 0 gskipf P(true) = 0 godf � i < T ^ P(prime) � 12 i+1 ^ P(x = i+ 1 ^ I ^ :prime:N) = 1 � + � P(true) = 0 � g) f q[i=i+1℄ g) f Inv gNotar que se aplia la regla (Exists) a la tripla:f q g if (x < T ) then MillerRabin1; prime := prime ^ :witness;x := x+ 1 else skip fi f Inv gEn la rama positiva del if , la primer impliaión introdue una variable probabilístia r que repre-senta la probabilidad exata de que valga el prediado prime. Notar que se aplia la regla (Exists) a latripla: f P(prime) = r ^ i < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1 gMillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1f i < T ^ P(prime) � 12 i+1 ^ P(x = i+ 1 ^ I ^ :prime:N) = 1 g41



En la segunda impliaión vale el prediado (I ^:prime:N) on probabilidad = 1 � 12 i � r, on lo ualse obtiene el término izquierdo de la onjunión. Teniendo que en uenta que la variable probabilístia rtoma un valor en rango �0; 12 i�, en la terer impliaión se aplió el lema 10 del apéndie: el prediadoP(I ^ :prime:N) � r es equivalente al prediado r � (P(I ^ :prime:N) � 1) . La uarta impliaión esinmediata, ya que la probabilidad total no puede exeder a 1. En la quinta impliaión se usó el lema 6;debilitando el prediado (:witness) a (prime ^ :witness) se preserva el �. En la última impliaiónde la rama positiva del if también se usó el lema 10 del apéndie: el prediado r � (P(prime) � 12 ) esequivalente al prediado P(prime) � r � 12 ; on lo ual la probabilidad de que valga el prediado primees � r � 12 � � 12 i� 12 = 12 i+1 . Notar que uando se apla la regla (Lin �) a la tripla:f P(I ^ :prime:N) � 1 gMillerRabin1;prime := prime ^ :witnessf P(prime) � 12 gse está esalando por el valor de la variable probabilístia r, el ual se enuentra en el rango �0; 12 i�.En la rama negativa del if , uando se orta al prediado q por la ondiión :(x < T ) , se obtieneel prediado P(true) = 0 . Es importante destaar que el únio estado probabilístio que satisfae esteprediado es �0, ello se debe a que en q se satisfae x < T on probabilidad 1. Finalmente se usó la regla(Skip).Luego se ombinan los efetos que realizaron ambas ramas positiva y negativa del if sobre losprediados (x < T )?q y :(x < T )?q respetivamente, on el operador probabilístio +. Usando ellema 13 del apéndie las probabilidades en el término izquierdo de la suma son preservadas, ya que elestado �0 no agrega ninguna probabilidad. Las dos últimas impliaiones son onseuenia inmediata delas de�niones de q y Inv.
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f p gwhile (x < T ) dof (x < T )?p g) f P(true) = 0 gMillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1f P(true) = 0 gf:(x < T )?p g) f p gskipf p godf ( P(true) = 0 ) + p g) f p g) f Inv gEn p se satisfae x = T on probabilidad 1, por lo tanto uando se orta al prediado por la ondiión(x < T ) se obtiene P(true) = 0; ya que se esta reortando todo el estado probabilístio. La triplaf P(true) = 0 g MillerRabin1; prime := prime ^ :witness; x := x+ 1 f P(true) = 0 gse satisfae trivialmente porque ninguna variable modi�a el prediado P(true) = 0 .Por otra parte uando se orta al prediado p por la ondiión :(x < T ), no se altera porque x = Timplia :(x < T ). Notar que en la rama negativa del if se aplió la regla (Skip).Usando el lema 13 se obtiene que ( P(true) = 0 ) + p es equivalente a p . La última impliaiónse dedue de las de�niiones de Inv y p.
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Capítulo 4Lógia de Morgan
4.1 Extensión de la lógia de HoareAquí se presentará el formalismo pCGL, desarrollado por Morgan y Seidel entre otros [5℄,[6℄,[7℄, [8℄. Solose hará referenias a programas determinístios. Es deir que no se ontemplarán aquellos programas queinluyan el operador de no-determinismo u.De�niión 14 Supongamos que S ranguea sobre los programas, B sobre expresiones booleanas y p sobreexpresiones rales en el rango [0; 1℄; asumamos que x representa una lista de variables distintas, y E unalista de expresiones (enteras o boolenas). Entones la sintaxis del Lenguaje de Comandos GuardadosProbabilístios PCGL esta dado por la siguiente gramátia.S ::= abort j skip j x := E j S;S j if B then S else S fi j do B ! S od j S �p STodos los onstrutores, exepto el último, son onvenionales [1℄. El nuevo onstrutor introduido esel de seleión probabilístia: dado p en el intervalo errado [0; 1℄, esribimos S �p T para la seleiónprobabilístia entre los programas S y T ; los uales tiene probabilidad de p y 1�p respetivamente de serseleionados. En la mayoría de los asos p será una ontante � on 0 � � � 1 , pero puede ser más general;por ejemplo el programa S �[B℄ T es equivalente a la seleión ondiional: if B then S else T fi .Notar que el onstrutor de iteraión do , puede de�nirse omo el menor punto �jo de una funión:do B ! S od := � FPCGLdonde: F : PCGL! PCGLF:x := if B then (S;x) else skip fiEjemplo 16 Suponiendo que n tiene K bits, el siguiente programa retorna en la variable m unnúmero on distribuión uniforme en el rango �0; 2K�.
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f suposiión: n = N gk;m := n; 0;do (k 6= 0) �!k := k div 2;b := 0 � 12 b := 1;m := 2m+ bod
9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;UnifPow2n� Antes de introduir la probabilidad, se repasará la semántia del tranformador de estados wp paraprogramas estandard (que no involuran el operador �p). Supongamos que St es el onjunto de estadossobre el ual el programa opera. Los prediados estandard son funiones del onjunto de estados S alonjunto de booleanos B = fTrue; Falseg y están parialmente ordenados por la impliaión.P(St) := �St! B ;) �Un programa estandard es un trasformador de prediados, una funión que mapea una postondiión (unprediado sobre estados �nales) a la preondiión más débil (un prediado sobre estados iniales): lapreondiión más débil identi�a todos los estados iniales desde los uales se garantiza que el programatermine satisfaiendo la postondiión. Luego la semántia del transformador de prediados estandard,está dada por el espaio de la funión D(St) de�nida:D(St) := �P(St)! P(St);v �el orden v es derivado punto a punto del orden sobre prediados. Dada una postondiión Q y unprograma S , esribimos wp:S:Q para la preondiión más débil de S on respeto a Q .wp: skip :Q := Qwp:(x := E):Q := Q[x := E℄wp:(S;T ):Q := wp:S:(wp:T:Q)wp:( if B then S else T fi ):Q := (B ^ wp:S:Q) _ (:B ^ wp:T:Q)wp:( do B ! S od ) := �D(St)Fwp: abort :Q := falsedonde: �FD(St) denota el menor punto �jo de:F : D(St)! D(St)F:t:Q := (B ^ wp:(t:Q)) _ (:B ^Q) on: t : D(St) ; Q : P(St)o expresado de otra manera:F:(wp:T ) := wp:( if B then S;T else skip fi )45



A �n de introduir probabilidad, generalizamos los prediados. Reordemos que los prediados es-tandard pueden ser equivalentemente de�nidos omo funiones araterístias St ! f0; 1g on el ordenpunto a punto del �. Usaremos orhetes [:℄ para indiar esa situaión, tal que [true℄ y [false℄ son lasfuniones onstantes 1 y 0 sobre las variables de programa. De esta manera, las operaiones lógiasestandard pueden ser trasladadas de varias maneras en las operaiones aritmetias. Más adelante seestableerá de manera más preisa la equivalenia entre ellas.De�niión 15 El espaio de prediados probabilístios sobre el onjunto de estados St se de�ne:P(St) := �St! R� ;V �donde R� denota los reales no negativos, y la relaión V heredada punto a punto del ordenamiento �usual de R� . El modelo de transformadores probabilístios de estados es:T (St) := �P(St)! P(St);v �donde el orden v es derivado punto a punto de la impliaión V sobre P(St).Ejemplo 17 Supongamos que s 2 St es un estado de�nido omo s := hb = 0i ; y que Q 2 P(St)es un prediado probabilístio de�nido omo Q := [b = 0℄ � 12 + [b = 1℄ � 12 . Entones se tienen lassiguientes relaiones:Q:s � � [b = 0℄ � 12 + [b = 1℄ � 12 �:hb = 0i � 12 V [true℄� En lugar de atuar sobre prediados estandard, los omandos PCGL atúan sobre prediados proba-bilístios, los uales toman valores en el rango [0; 1℄. A ontinuaión se dará una semántia probabilístiaa los onstrutores del lenguaje PCGL.De�niión 16 Sea Q : P(St) un prediado probabilístio, entones la semántia de los onstrutoresdel lenguage PCGL, está dada por las siguientes de�niiones:wp: skip :Q := Q D1wp:(x := E):Q := Q[x := E℄ D2wp:(S;T ):Q := wp:S:(wp:T:Q) D3wp:(S �p T ):Q := p � wp:S:Q + (1� p) � wp:T:Q D4wp:( if B then S else T fi ):Q := [B℄ � wp:S:Q + [:B℄ � wp:T:Q D5wp:( do B ! S od ) := �T (St)F D6wp: abort :Q := 0 D7donde: �FT (St) denota el menor punto �jo de:F : T (St)! T (St)F:t:Q := [B℄ � wp:(t:Q) + [:B℄ �Q on: t : T (St) ; Q : P(St)o expresado de otra manera:F:(wp:T ) := wp:( if B then S;T else skip fi )46



Notar que: Q no es neesariamente de la forma [P ℄, on P prediado estandard; � es la multipliaiónusual (que puede reemplazarse por u); + es la suma usual (que puede reemplazarse por t); p es unaexpresión sobre variables de programa (no neesariamente una onstante), que toma su valor en el rango[0; 1℄; y x es una variable o un vetor de variables.El programa abort no puede garantizarse que termine en algún estado, por lo tanto mapea adapostondiión a 0. El programa que termina inmediatamente skip no ambia nada, por lo tanto lapostondiión Q es válida luego de la ejeuión de skip solo si valía anteriormente. La preondiiónde la asignaión x := E es Q[x := E℄, es deir el reemplazo sintátio de todas las ourrenias libresde x en la expresión Q por E, renombrando las variables ligadas en E si es neesario para evitar laaptura de variables libres en E. La omposiión seuenial es la omposiión funional. La preondiiónde la seleión probabilístia es la suma de las preondiiones de ambas ramas multipliadas por pesosapropiados. Finalmente la semántia del programa reursivo while está dada omo el menor punto �jode una funión.Ejemplo 18 Sea I el prediado probabilístio de�nido omo:I := �m2log2:k � i < (m+ 1)2log2:k� � 2�log2:kentones: wp:(k := k div 2; b := 0� 12 b := 1; m := 2m+ b):I� f de�niión D3 , 2 vees gwp:(k := k div 2): wp:(b := 0� 12 b := 1): wp:(m := 2m+ b):I� f de�niión D2 gwp:(k := k div 2):wp:(b := 0� 12 b := 1):[(2m+ b)2log2:k � i < (2m+ b+ 1)2log2:k℄ � 2�log2:k� f de�niión D4 gwp:(k := k div 2):� 12 � [2m2log2:k � i < (2m+ 1)2log2:k℄ � 2�log2:k+ 12 � [(2m+ 1)2log2:k � i < (2m+ 1 + 1)2log2:k℄ � 2�log2:k �� f de�niión D2 g12 � [2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2) +12 � [(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1 + 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)� En [1℄ Dijkstra impone iertas ondiiones saludables sobre los transformadores de estados estandarden D(St), algunas de ellas son:wp:S:(Q ^Q0) � wp:S:Q ^ wp:S:Q0 onjuntividadwp:S:false � false fatibilidadsi Q) Q0 entones wp:S:Q ) wp:S:Q0 monotoniaLas ondiiones son importantes porque ellas araterizan exatamente aquellos programas que puedendar una semántia alternativa, omo relaiones entre estados iniales y �nales; también pueden ser usadas47



para probar propiedades generales para razonar on los programas. A ontinuaión se onsideran laspropiedades análogas para los programas PCGL; y además algunas propiedades que son útiles para lamanipulaión de operadores lógios y aritmétios.De�niión 17 Sean Q;Q0 2 P(St) prediaados probabilístios; y s 2 St un estado, entones se de�nenlos siguientes operadores binariosa) El mínimo (Q uQ0):s := Q:s min Q0:sb) El máximo (Q tQ0):s := Q:s max Q0:s) La resta trunada Q	Q0 := (Q�Q0) t 0d) La onjunión probabilístia Q&Q0 := (Q+Q0)	 1Seguidamente se dará una lista de propiedades que araterizan la lógia de Morgan. Sea S un pro-grama PCGL; Q;Q0 prediados probabilístios; a; b;  reales no negativos; P; P ; P 0 prediados estandard,donde P; P son disjuntos, es deir: P ^ P = false; entones las siguientes propiedades son válidas:wp:S:(a �Q+ b �Q0 	 ) W a � wp:S:Q+ b � wp:S:Q0 	  P1wp:S:(Q&Q0) W wp:S:Q & wp:T:Q0 P2si Q0 W Q entones wp:S:Q0 W wp:S:Q P3si 0 �  � 1 entones wp:S:( �Q) �  � wp:S:Q P4a � [P ℄ + b � [P ℄ � a � [P ℄ t b � [P ℄ P5P ) P 0 si y solo si [P ℄V [P 0℄ P6[P ^ P 0℄ � [P ℄ � [P 0℄ P7[P ^ P 0℄ � [P ℄ u [P 0℄ P8[P _ P 0℄ � [P ℄ t [P 0℄ P9si S no modi�a a Q entones: Q � wp:S:Q P10Notar que las propiedades P5 , P6 , P7 , P8 , P9 son onseuenia de omo las operaioneslógias sobre prediados estandard son trasladadas a las operaiones aritmétias; todas son apliadaspunto a punto. La propiedad fundamental P1 se denomina sub-linearidad ; a partir de ella se puedenprobar P2 , P3 y P4 , estas pruebas serán justi�adas en el apéndie Lemas de Morgan. Notar que enPCGL, las ondiiones saludables de [1℄ se onvierten en sub-linearidad [5℄, la ual es una generalizaiónde la onjuntividad. La propiedad P2 se denomina sub-onjuntividad y representa una onjuniónprobabilístia. La propiedad P3 es la versión probabilístia de la monotonía. La propiedad P4 sedenomina esalado, y sirve justamente para esalar un prediado probabilístio por una onstante . Lapropiedad P10 die que Q permanee igual si el programa S no modi�a las variables de de programade Q. Notar que en esta última propiedad se asume que el programa termina on on probabilidad 1(wp:S:1 � 1); ya que por ejemplo: 0 � wp: abort :Q.Ejemplo 19 Aquí se muestra omo funionan algunas de las propiedades enuniadas:12 � [2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2) +12 � [(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1 + 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)48



� f algebra g[2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)�1 +[(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 2)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)�1� f propiedad P5 g[2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)�1 t[(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 2)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)�1� f propiedad de t g� [2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ t[(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 2)2log2:(k div 2)℄ � � 2�log2:(k div 2)�1� f propiedad P9 g� [ (2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)) _((2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 2)2log2:(k div 2)) ℄ � � 2�log2:(k div 2)�1� f partiión de rango; algebra g[ (m2log2:(k div 2)+1 � i < (m+ 1)2log2:(k div 2)+1) ℄ � 2�log2:(k div 2)�1W f k 6= 0 ; de�niión de log2 ; propiedad P6 g� m2log2:k � i < (m+ 1)2log2:k ^ k 6= 0 � � 2�log2:k� f propiedad P8 g� �m2log2:k � i < (m+ 1)2log2:k� u [k 6= 0℄ � � 2�log2:k� f [k 6= 0℄ es estandard g�m2log2:k � i < (m+ 1)2log2:k� � 2�log2:k u [k 6= 0℄� A ontinuaión se presenta la noión de orreión probabilístia para ilos de la forma:loop := do G! body odEn [8℄ se demuestra una regla, la ual establee que para ilos determinístios es su�iente onalular las otas de ada iteraion i separadamente y luego sumar los resultados. Notar que en lasemántia estandard se explotaba el determinismo usando la disjunión de los resultados, aquí se lo haeon la suma. En la veri�aión de Uniforma[2; n� 1℄ se verá una apliaión interesante de esta regla.Regla 1 (para ilos determinístios) Sea Q un prediado probabilítio y body un programa deter-minístio, entones:wp:loop:Q � 1Xi=0 hi:([:G℄ �Q) donde: h:Q0 := [B℄ � wp:body:Q0En [6℄ hay dos reglas útiles para probar propiedades sobre ilos. La primera de ellas determina unaota inferior para la probabilidad de que el ilo loop termine en ierto estado. La segunda regla muestrala terminaión del ilo, usando un variante (evaluado en las variables de programa); el ual está aotadoinferior y superiormente tal que en ada iteraión se garantiza un dereimiento estrito on una mínimaprobabilidad �ja p 6= 0. Notar que se permite que el variante probabilístio reza, pero no mas allá dela ota superior H . 49



Regla 2 (para ilos probabilístios) Sea T la probabilidad de que el ilo loop termine, de�nidaomo: T := wp:loop:1entones orreión parial (preservaión del invariante) implia orreión total, siempre uando el in-variante I no exeda la ondiión de terminaión T ; es deir:Si I u [G℄ V wp:body:Iy I V Tentones I V wp:loop:([:G℄ u I)Ejemplo 20 La primer ondiión es la invarianza de I on respeto al uerpo del ilo:wp:� k := k div 2; b := 0� 12 b := 1; m := 2m+ b �:I� f ejemplo 18 g12 � [2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2) +12 � [(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1 + 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)W f ejemplo 19 g�m2log2:k � i < (m+ 1)2log2:k� � 2�log2:k u [k 6= 0℄� f de�niión de I gI u [k 6= 0℄La segunda ondiión asegura orreión total y omo se verá en el ejemplo 21: T � 1; on lo ualtrivialmente se umple que: I V T . Por lo tanto usando la regla para ilos probabilístios, se tiene:I V wp:loop:([:(k 6= 0)℄ u I) (1)Este resultado nos permite alular una ota inferior para la probabilidad de que UnifPow2n genere unnúmero aleatorio en el rango �0; 2log2:N�. Puede hequearse que para la salida del ilo vale:[:(k 6= 0)℄ u I � [m = i℄ (2)Por lo tanto:wp:UnifPow2n:[m = i℄� f resultado (2) gwp:UnifPow2n:([:(k 6= 0)℄ u I)� f de�niión D3 gwp:(k;m := n; 0) :wp:loop:([:(k 6= 0)℄ u I)W f resultado (1) ; propiedad P3 gwp:(k;m := n; 0):I� f de�niión D2 g[0 � i < 2log2:n℄ � 2�log2:n� f suposiión iniial: n = N g[0 � i < 2log2:N ℄ � 2�log2:NLo ual se interpreta omo que el programa UnifPow2n establee la postondiión:50



[m = i℄ on probabilidad de al menos 2�log2:N uando el prediado [0 � i < 2log2:N ℄ es verdadero; y onprobabilidad 0 en aso ontrario.�Regla 3 (de variantes probabilístios) Sea V una expresión entera evaluada en las variables de pro-grama, de�nida al menos sobre algún subonjunto I del espaio de estados S, que para el ilo loop yademás:1. existen onstantes enteras �jas L(low) y H(high) tales que:G u I V [L � V � H ℄2. el subonjunto I (omo prediado estandard) es wp�invariante para el ilo loop.3. para alguna probabilidad �ja p 6= 0 y para todos los enteros K se tiene:p � (G u I u [V = K℄) V wp:body:[V < K℄Entones la terminaión del ilo es efetiva desde algun estado en el ual se satisfae I: tenemos I V T ,donde T es la ondiión de terminaión del ilo loop.Ejemplo 21 En este aso se apliará la regla de variantes probabilístios al programa UnifPow2n .De�niendo V; L;H; p := k; 0; N; 1 y proponiendo omo invariante estandard I 0 := [0 � k � N ℄se umplen:1. existen onstantes enteras �jas L;H tales que: [k 6= 0℄ u I 0 V [L � k � H ℄2. el prediado estandard I 0 es wp�invariante:wp:(k := k div 2; b := 0� 12 b := 1;m := 2 �m+ b):I 0� f de�niión D3 , 2 vees gwp:(k := k div 2): wp:(b := 0� 12 b := 1): wp(m := 2 �m+ b):I 0� f de�niión D2 gwp:(k := k div 2): wp:(b := 0� 12 b := 1):I 0� f de�niión D4 gwp:(k := k div 2):� 12 � wp:(b := 0):I 0 + 12 � wp:(b := 1):I 0 �� f de�niión D2 , 2 vees gwp:(k := k div 2):� 12 � I 0 + 12 � I 0 �� f álulo de prediados probabilístios gwp:(k := k div 2):I 0� f de�niión D2 g[0 � k div 2 � N ℄W f propiedad P6 gI 0 u [k 6= 0℄ 51



3. La probabilidad �ja p = 1 6= 0 satisfae:wp:(k := k div 2; b := 0� 12 b := 1;m := 2 �m+ b):[k < K℄� f idem. a los 5 primeros pasos de la prueba anterior gwp:(k := k div 2):[k < K℄� f de�niión D2 g[k div 2 < K℄W f algebra ; propiedad P6 g[k 6= 0 ^ k = K℄� f propiedad P8 g[k 6= 0℄ u [k = K℄W f propiedad de u g1 � ([k 6= 0℄ u I 0 u [k = K℄)por lo tanto se dedue que si se parte desde un estado que satisfae I 0 la terminaión es efetiva. Ello loasegura la iniializaión del ilo, junto a la suposiión iniial n = N :wp:(k;m := n; 0):I 0 � [0 � n � N ℄ � 1Es deir que on probabildad 1 el ilo parte de un estado que satisfae I 0, por lo tanto T � 1.�4.2 Ver�iaión de FatorTwosf S1 : n = N gr; s := 0; n� 1;do (s mod 2 = 0)!s := s div 2;r := r + 1od 9>>>>=>>>>; loopTerminaión del iloLa terminaión del ilo se prueba usando la regla de variante probabilístio tomando:V; L;H; p := s; 0; N�1; 1y tomando a [true℄ omo invariante estandard sobre el ual está de�nido V .Invariante probabilístio del iloI := [n� 1 = 2rs℄Salida del ilo 52



I u [:(s mod 2 = 0)℄� f s impar g[n� 1 = 2rs℄ u [odd:s℄� f propiedad P8 g[n� 1 = 2rs ^ odd:s℄Cuerpo del ilowp:(s := s div 2; r := r + 1):I� f de�niión D3 gwp:(s := s div 2):wp:(r := r + 1):I� f de�niión D2 gwp:(s := s div 2):[n� 1 = 2r+1s℄� f algebra gwp:(s := s div 2):[n� 1 = 2r2s℄� f de�niión D2 g[n� 1 = 2r2(s div 2)℄W f s = 2(s div 2) ( odd:s ; propiedad P6 g[n� 1 = 2rs ^ s mod 2 = 0℄� f propiedad P8 g[n� 1 = 2rs℄ u [s mod 2 = 0℄Iniializaión del ilowp:(r; s := 0; n� 1):I� f de�niión D2 g[n� 1 = 20(n� 1)℄� f algebra g[true℄Usando la regla para ilos probabilístios se obtiene:1 � wp:FatorTwos:[n � 1 = 2rs ^ odd:s℄Lo ual se interpreta omo que el programa FatorTwos establee la postondiión[n� 1 = 2rs ^ odd:s℄ on probabilidad 1.
53



4.3 Ver�iaión de Uniforma[2; n�1℄f S1: n = N gm := n;do :(2 � m < n) �!UnifPow2nod ; 9>>=>>; loopa := mAntes de hequear la terminaión del ilo se probará un lema auxiliar que establee propiedades sobreuna funión que resultará útil para de�nir un variante probabilístio del ilo.Lema 1 Sea fN : R ! R� de�nida por fN (x) = �x� N+12 �2 entones:a) x 2 [2; N) ) fN(x) < �N�12 �2b) x =2 [2; N) ) fN(x) � �N�12 �2) x =2 [2; N) y x 2 �0; 2log2:N� ) �N�12 �2 � fN (x) � �2log2:N � N�32 �2Dem:Analizando la derivada de la funión se puede ver en que intervalos la funión es reiente (dereiente).x > N+12 ) f 0N (x) = 2x� (N+1) > 0 ) fN es reiente en �N+12 ;+1� (1)x < N+12 ) f 0N (x) = 2x� (N+1) < 0 ) fN es dereiente en ��1; N+12 � (2)Usando (1) y (2) se prueban a), b) y ).a) x 2 [2; N) ) fN (x)< fN (1) max fN(N)= �1� N+12 �2 max �N � N+12 �2= �N�12 �2 �b) x =2 [2; N) ) fN (x)� fN (1) max fN(N)= �1� N+12 �2 max �N � N+12 �2= �N�12 �2 �) La primer desigualdad es un aso partiular de B), mientras que:x =2 [2; N) y x 2 �0; 2log2:N� ) fN (x)� fN (0) max fN�2log2:N�1�= �0� N+12 �2 max �2log2:N�1� N+12 �2= �2log2:N � N�32 �2 �54



�El siguiente reesultado se usará on freuenia: la mínima probabilidad de que la variable m seaigual a alguno de los valores del onjunto de enteros I , luego de ejeutar UnifPow2n es de 2�log2:Nmultipliado por la antidad de valores del onjunto I que están el rango �0; 2log2:N�.Lema 2 Sea I � Z un subonjunto de enteros �nito, entones:2�log2:N �Xi2I [0 � i < 2log2:N ℄ V wp:UnifPow2n:h_i2I(m = i)iDem:wp:UnifPow2n:hWi2I(m = i) i� f propiedad P9 gwp:UnifPow2n:�Fi2I [m = i℄ �� f propiedad P5 gwp:UnifPow2n:�Pi2I [m = i℄ �W f propiedad P1 gPi2I wp:UnifPow2n:[m = i℄W f resultado anterior gPi2I [0 � i < 2log2:N ℄ � 2�log2:N� f algebra g2�log2:N �Pi2I [0 � i < 2log2:N ℄ �Terminaión del iloPara veri�ar la terminaión del ilo usamos la regla de variantes; para ello se de�nen:V := �m� N+12 �2 p := (N�2)2�log2:NL := �N�12 �2 I := �0 � m < 2log2:N�H := �2log2:N � N�32 �21. Existen onstantes enteras L;H tales que: G u I V [L < V < H ℄G u I� f de�niión de G; I g[:(2 � m < n) ℄ u �0 � m < 2log2:N�� f propiedad P8 g�:(2 � m < n) ^ �0 � m < 2log2:N� �V f n = N , lema 1.) g[ (N�12 �2 < �m� N+12 �2 < �2log2:N � N�32 �2 ℄� f de�niión de L; V;H g[L < V < H ℄ � 55



2. El prediado estandard I es wp-invariante para el ilo loop.wp:UnifPow2n:I� f álulo de prediados estandard gwp:UnifPow2n:hWi2J (m = i) i donde J := fi 2 Z : 0 � i < 2log2:N gW f lema 2 g2�log2:N �Pi2J [0 � i < 2log2:N ℄� f #J = 2log2:N g2�log2:N � 2log2:NW f 1W Q g[:(2 � m < n) ℄ u I �3. Para alguna probabilidad �ja p 6= 0 y para todo entero K se tiene:wp:body:[V < K℄� f de�niiones de body y V gwp:UnifPow2n:� �m� N+12 �2 < K �W f lema 1.a ; propiedad P6 gwp:UnifPow2n:� (2 � m < n) ^K > �N�12 �2 �� f propiedad P8 gwp:UnifPow2n:� [2 � m < n℄ u � K � �N�12 �2 � �W f propiedad P2 gwp:UnifPow2n:[2 � m < n℄ u wp:UnifPow2n:� K � �N�12 �2 �� f propiedad P10 gwp:UnifPow2n:[2 � m < n℄ u � K � �N�12 �2 �� f n = N ; álulo de prediados estandard gwp:UnifPow2n:hWi2J (m = i) i u � K � �N�12 �2 �donde J := fi 2 Z : 2 � i < N gW f lema 2 g2�log2:N �Pi2J [0 � i < 2log2:N ℄ u � K � �N�12 �2 �� f #J = N�2 g(N�2) � 2�log2:N u � K � �N�12 �2 �W f propiedad de u g(N�2) � 2�log2:N � � K � �N�12 �2 �W f lema 1.b ; propiedad P6 g(N�2) � 2�log2:N � �:(2 � m < n) ^ 0 � m < 2log2:N ^ (m� N+12 �2 = K �� f propiedad P8 g(N�2) � 2�log2:N � � [:(2 � m < n)℄ u �0 � m < 2log2:N� u � �m� N+12 �2 = K � �� f de�niiones de p;G; I; V gp � �G u I u [V = K℄� �Por lo tanto se satisfaen las tres ondiiones de la regla de variantes probabilístios, on lo ual se56



obtiene que I V T . Luego: wp:Uniforma[2; n� 1℄:1� f de�niión de Uniforma[2; n� 1℄ gwp:(m := n; loop; a := m):1� f de�niión D3 gwp:(m := n): wp:loop: wp:(a := m):1� f de�niión D2 gwp:(m := n): wp:loop:1W fpropiedad P3 ; T W I gwp:(m := n):�0 � m < 2log2:N�� f de�niión D2 g�0 � n < 2log2:N�� f n = N ; propiedad de log2 g1Estableiendo de esta manera que el programa wp:Uniforma[2; n� 1℄ termina on probabilidad 1.Cálulo de wp:Uniforma[2; n� 1℄:[a = i℄A ontinuaión alularemos una ota inferior para la probabilidad de que el programa Uniforma[2; n�1℄estableza la postondiión [a = i℄, on i = 2; 3; : : : ; N�1. En el siguiente lema se alula la funión hde�nida en la regla para ilos determinístios.Lema 3 Sea i tal que 2 � i < N entones para toda iteraión j, j � 1, se tiene que:hj�[2 � m < n℄ � [m = i℄� W p(1� p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄Dem:La prueba será por induión en j, tal que j es el número de iteraión.� aso j = 1h1�[2 � m < n℄ � [m = i℄�� f de�niión de h g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:�[2 � m < n℄ � [m = i℄�� f propiedad P7 g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:[2 � m < n ^m = i℄� f n = N g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:[2 � i < N ^m = i℄� f propiedad P8 g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:�[2 � i < N ℄ u [m = i℄�� f propiedad P2 g[:(2 � m < n) ℄ � � wp:UnifPow2n:[2 � i < N ℄ u wp:UnifPow2n:[m = i℄ �� f propiedad P10 g 57



[:(2 � m < n) ℄ � � [2 � i < N ℄ u wp:UnifPow2n:[m = i℄ �W f resultado anterior g[:(2 � m < n) ℄ � � [2 � i < N ℄ u [2 � i < N ℄ � 2�log2:N �� f propiedad de u ; de�niión de p g[:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � pN�2� f algebra gp(1�p)1�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ �� aso j + 1hj+1�[2 � m < n℄ � [m = i℄�� f de�niión de h g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:� hj�[2 � m < n℄ � [m = i℄� �W f hipótesis indutiva g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:� p(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ �� f propiedad P4 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:� [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ �� f propiedades P7, P8 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:� [:(2 � m < n)℄ u [2 � i < N ℄ �� f propiedad P2 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � � wp:UnifPow2n:[:(2 � m < n)℄ u wp:UnifPow2n:[2 � i < N ℄ �� f propiedad P10 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � � wp:UnifPow2n:[:(2 � m < n)℄ u [2 � i < N ℄ �W f álulo de prediados probabilístios gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � wp:UnifPow2n:[:(2 � m < n)℄W f n = N ; propiedad P6 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � wp:UnifPow2n:hWi2K(m = i) idonde: K := f i 2 Z : 0 � i < 2 _ N � i < 2log2:N gW f lema 2 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � 2�log2:N �Pi2K [0 � i < 2log2:N ℄� f álulo de #K gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � 2�log2:N � � 2log2:N � (N�2) �� f algebra gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � � 1� (N�2) � 2�log2:N �� f de�niión de p ; algebra gp(1�p)jN�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � �Ahora si estamos en ondiiones de dar una ota inferior para la probabilidad de que el programaUniforma[2; n� 1℄ estableza la postondiión [a = i℄ on i = 2; 3; : : : ; N�1 .58



wp:Uniforma[2; n� 1℄:[a = i℄� f de�niión de Uniforma[2; n� 1℄ gwp:(m := n; loop; a := m):[a = i℄� f de�niión D3 gwp:(m := n): wp:loop: wp:(a := m):[a = i℄� f de�niión D2 gwp:(m := n): wp:loop:[m = i℄� f regla para ilos determinístios gwp:(m := n):� P1j=0 hj�[2 � m < n℄ � [m = i℄� �W f propiedad P3 ; lema anterior gwp:(m := n):� [2 � m < n℄ � [m = i℄ + P1j=1 p(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ �� f algebra gwp:(m := n):� [2 � m < n℄ � [m = i℄ + pN�2 � [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ �P1j=0(1� p)j �� f (1� p) 6= 0 ; serie geométria gwp:(m := n):� [2 � m < n℄ � [m = i℄ + pN�2 � [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ � 11�(1�p) �� f algebra gwp:(m := n):� [2 � m < n℄ � [m = i℄ + [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ � 1N�2 �� f de�niión D2 g[2 � n < n℄ � [n = i℄ + [:(2 � n < n)℄ � [2 � i < N ℄ � 1N�2� f álulo de prediados estandard g[false℄ � [n = i℄ + [:(false)℄ � [2 � i < N ℄ � 1N�2� f [false℄ = 0 ; [true℄ = 1g[2 � i < N ℄ � 1N�2A ontinuaión se prueba un resultado similar al que se probó para el programa UnifPow2n.Lema 4 Sea I � Z un subonjunto de enteros �nito, entones:1N�2 �Xi2I [2 � i < N ℄ V wp:Uniforma[2; n� 1℄:h_i2I(a = i)iDem:wp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i) i� f propiedad P9 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:�Fi2I [a = i℄ �� f propiedad P5 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:�Pi2I [a = i℄ �W f propiedad P1 gPi2I wp:Uniforma[2; n� 1℄:[a = i℄W f resultado anterior gPi2I [2 � i < N ℄ � 1N�2 59



� f algebra g1N�2 �Pi2I [2 � i < N ℄ �Notar que de este lema se desprende otra forma de hequear que el programa Uniforma[2; n � 1℄termina on probabilidad 1. Tomando I := f2; : : : ; N�1g.wp:Uniforma[2; n� 1℄:1W f propiedad P6 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I (a = i) iW f lema ?? g1N�2 �Pi2I [2 � i < N ℄� f #I = N�2 g1N�2 � (N�2)� f algebra g1 �Por lo tanto tenemos que:[2 � i < N ℄ � 1N�2 V wp:Uniforma[2; n� 1℄:[a = i℄lo ual se interpreta omo que el programa Uniforma[2; n� 1℄ almaena en la variable a la onstante ion probabilidad de al menos 1N�2 uando i está en el rango [2; N); y 0 en aso ontrario.4.4 Ver�iaión de WitnessTailf S1 : n = N ^ N � 3 ^ odd:N ^ 2rs = n� 1 ^ odd:s ga0; y; witness := as mod n; 0; false; o initdo (y < r ^ :witness) �!if (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) thena0 := a02 mod n;witness := (a0 = 1) )Selse a0 := a02 mod n oTfi ;y := y + 1od ;
9>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>; loop

witness := witness _ (a0 6= 1)Terminaión del iloLa terminaión del ilo se prueba usando la regla de variante probabilístio tomando:V; L;H; p := r�y; 0; N; 160



y tomando a [0 � y � r℄ omo invariante estandard sobre el ual está de�nido V . Usando la suposiiónS1 se tiene que vale la desigualdad 1 < 2rs < N , la ual implia que r < N . Esta observaión junto onel invariante estandard anterior asegura que: 0 � r�y � N ; justi�andose así la eleión de L;H . Laasignaión y := y + 1 asegura el deremento de V .Invariante probabilístio del iloDe�nimos los siguientes prediados, donde I es el invariante para WitnessTail.I := [y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y))℄W (e) := �9j : 0 � j < e : a2j+1s mod n = 1 ^ a2js mod n 6= 1 ^ a2js mod n 6= n�1�Notar que de la de�niión de W (y) se dedue que:W (0) � falseW (y + 1) � W (y) _ (a2y+1s mod n = 1 ^ a2ys mod n 6= 1 ^ a2ys mod n 6= n�1)witness:n:a � W (r) _ a2rs mod n 6= 1 � W (r) _ an�1 mod n 6= 1Salida del ilo[:(y < r ^ :witness)℄ u I� f álulo de prediados ; propiedad P8 g[(y � r _ witness) ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y))℄� f distributividad de _ g[ (y � r ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ) _(witness ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ) ℄� f propiedad P9 g[ y � r ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄ t[ witness ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄V f y = r, 2rs = n�1, en el termino izquierdo g[ a0 = an�1 mod n ^ (witness,W (r)) ℄ t[ witness ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄V f (A ^ (A, B)) ) ((A _A0), (B _ B0)) ; propiedad P6 g[ a0 = an�1 mod n ^ (witness,W (r)) ℄ t[ witness _ (a0 6= 1),W (r) _ (an�1 mod n 6= 1) ℄V f (A, B) ) ((A _ C), (B _ C)) ; propiedad P6 g[witness _ (a0 6= 1),W (r) _ (an�1 mod n 6= 1)℄ t[witness _ (a0 6= 1),W (r) _ (an�1 mod n 6= 1)℄� f propiedad de t g[witness _ (a0 6= 1),W (r) _ an�1 mod n 6= 1℄� f de�niión de witness:n:a g[witness _ (a0 6= 1), witness:n:a℄ 61



Cuerpo del ilowp:(if (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) then S else T fi ; y := y + 1):[ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄� f de�niión D3 gwp:(if (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) then S else T fi ):wp(y := y + 1):[ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄� f de�niión D2 gwp:(if (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) then S else T fi ):[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f de�niión D5 g(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) � wp:S:[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄ +:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) � wp:T:[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f de�niiones de S; T , de�niión D3 g(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) � wp:(a0 := a02 mod n):wp:(witness := (a0 = 1)):[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄ +:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) � wp:(a0 := a02 mod n):[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f de�niión D2 en ambos terminos g(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) � wp:(a0 := a02 mod n):[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (a0 = 1,W (y + 1)) ℄ +:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) �[ y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f de�niión D2 en el termino izquierdo g(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) �[ y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (a02 mod n = 1,W (y + 1)) ℄ +:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) �[ y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f propiedad P5 g[ (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (a02 mod n = 1,W (y + 1)) ℄ t[:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f propiedad P9 g[ ( (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (a02 mod n = 1,W (y + 1)) ) _(:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ) ℄W f Calulo de prediados ; Propiedad P6 g[ ((a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^ 62



:witness ^ y + 1 � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ) _(:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^:witness ^ y + 1 � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ) ℄� f alulo de prediados g[ (y < r ^ :witness) ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄� f propiedad P8 g[ y < r ^ :witness ℄ u [ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄Iniializaión del ilowp:init:I� f de�niiones de init; I gwp:( a0; y; witness := as mod n; 0; false ): [ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄� f de�niión D2 g[ 0 � r ^ as mod n = a20s mod n ^ (false, W (0)) ℄� f suposiión S1 ) 0 � r g[true℄Con lo ual obtenemos el siguiente resultado:1 V wp:(init; loop):[witness _ (a0 6= 1), witness:n:a℄Finalmente:wp:WitnessTail:[witness, witness:n:a℄� f de�niión de WitnessTail gwp:(init; loop; witness := witness _ (a0 6= 1) ):[witness, witness:n:a℄� f de�niión D3 gwp:(init; loop):wp:(witness := witness _ (a0 6= 1)):[witness, witness:n:a℄� f de�niión D2 gwp:(init; loop):[witness _ (a0 6= 1), witness:n:a℄W f resultado anterior g1A ontinuaión se probará un lema que resultará útil en la veri�aión posterior de MillerRabin1.Lema 5 1 � wp:WitnessTail:[witness, witness:n:a℄implia que:a) [ witness:n:a℄ � wp:WitnessTail:[ witness℄b) [:witness:n:a℄ � wp:WitnessTail:[:witness℄Dem: 63



Se probará el aso a); el aso b) es análogo.wp:WitnessTail:[witness℄� f de�niión D2 gwp:WitnessTail:[witness℄W f propiedad P6 gwp:WitnessTail:[(witness, witness:n:a) ^ witness:n:a℄� f propiedad P8 gwp:WitnessTail:([witness, witness:n:a℄ u [witness:n:a℄)W f propiedad P2 gwp:WitnessTail:[witness, witness:n:a℄ u wp:WitnessTail:[witness:n:a℄)� f hipótesis ; propiedad P10 g(1 u [witness:n:a℄)� f propiedad de u g[witness:n:a℄ �Esto signi�a que el programa WitnessTail setea la variable booleana witness a true on proba-bilidad 1 uando la base a es un testigo de n; y 0 en aso ontrario. Análogamente si a no es un testigode n, on probabilidad 1 la variable witness es false; y probabilidad 0 en aso ontrario.4.5 Veri�aión de MillerRabin1, on N primof S1 : n = N ^ N � 3 ^ odd:N ^ prime:N ^ 2rs = n� 1 ^ odd:s gUniforma[2; n� 1℄;WitnessTail )MillerRabin1Notar que la suposiión S1 es neesaria paraestableer la suposiión S2 .wp:MillerRabin1:[:witness℄� f de�niión de MillerRabin1 gwp:(Uniforma[2; n� 1℄;WitnessTail):[:witness:n:a℄� f de�niión D3 gwp:Uniforma[2; n� 1℄: wp:WitnessTail:[:witness:n:a℄� f lema 5.b gwp:Uniforma[2; n� 1℄:[:witness:n:a℄W f n = N ; propiedad P6 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i ^ :witness:N:i) i donde: I := f2; : : : ; N�1g� f suposiión S1 : prime:N ) (8 i : 0 < i < N : :witness:N:i ) gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i) iW f lema [?℄ g1N�2 �Pi2I [2 � i < N ℄ 64



� f #I = N�2 g1N�2 � (N�2)� f algebra g1Por lo tanto si N es primo, el programaMillerRabin1 setea la variable booleana witness a false onprobabilidad 1: 1 � wp:MillerRabin1:[:witness℄4.6 Veri�aión de MillerRabin1, on N ompuestoReordemos la siguiente propiedad enuniada al omienzo:N � 3 ^ odd:N ^ :prime:N ) j fi : 0 < i < N ^ witness:N:i g j � N�12Ella expresa que bajo iertas ondiiones de N , al menos N�12 bases son testigos. Ello nos permite haerlas siguientes suposiiones:f S1 : n = N ^ N � 3 ^ odd:N ^ :prime:N ^ 2rs = n� 1 ^ odd:s gf S2 : ( 0 < A1 < : : : < AK < N ) ^ ( 0 < AK+1 < : : : < AN�1 < N ) ^ K � N�12 ^� 8i : 0 < i < N : witness:N:i, i 2 fA1; : : : ; AKg ^ :witness:N:i, i 2 fAK+1; : : : ; AN�1g � gUniforma[2; n� 1℄;WitnessTail )MillerRabin1Notar que la onjunión (0 < A1 < : : : < AK < N) expresa que en la seuenia A1; � � � ; AK no hayonstantes repetidas. Por otra parte, el prediado witness:N:i, i 2 fA1; : : : ; AKg expresa que si unaonstante en el rango (0; N) es atestiguada entones pertenee al onjunto fA1; : : : ; AKg y vieversa.Reordemos que 1 siempre es una base no atestiguada para todo N . Por otra parte sabemos que existe unnumero que denota la antidad exata de bases atestiguadas, lo denotaremosK y aunque no lo onoemossolo nos basta saber que es �jo y que es � N�12 .Se puede observar que:� 1 2 fAK+1; : : : ; AN�1g� fA1; : : : ; AKg ℄ fAK+1; : : : ; AN�1g = f1; : : : ; N�1g� (A1; : : : ; AK ; AK+1; : : : ; AN�1) es alguna permutaión de (1; : : : ; N�1) , donde las primeras Konstantes son los testigos y las ultimas N�1�K onstantes no lo son.A ontinuaión se alula la mínima probabilidad que el programa MillerRabin1 setee la variablebooleana witness a true:wp:MillerRabin1:[witness℄� f de�niión de MillerRabin1 g 65



wp:(Uniforma[2; n� 1℄;WitnessTail):[witness℄� f de�niión D3 gwp:Uniforma[2; n� 1℄: wp:WitnessTail:[:witness:n:a℄� f lema 5.a gwp:Uniforma[2; n� 1℄:[witness:n:a℄W f n = N ; propiedad P6 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i ^ witness:N:i) i donde: I := fA1; : : : ; AKg� f suposiión S2 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i) iW f lema ?? g1N�2 �Pi2I [2 � i < N ℄� f #I = K ; algebra gKN�2� f suposiión S2 : K � N�12 ; de�nimos � := KN�2 � 12 g12 + � �Análogamente se tiene una prueba similar para el aso :witness:wp:MillerRabin1:[:witness℄� f de�niión de MillerRabin1 gwp:(Uniforma[2; n� 1℄;WitnessTail):[:witness:n:a℄� f de�niión D3 gwp:Uniforma[2; n� 1℄: wp:WitnessTail:[:witness:n:a℄� f lema 5.b gwp:Uniforma[2; n� 1℄:[:witness:n:a℄W f n = N ; propiedad P6 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i ^ :witness:N:i) i donde: I 0 := fAK+1; : : : ; AN�1g� f suposiión S2 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i) iW f lema ?? g1N�2 �Pi2I0 [2 � i < N ℄� f #I 0 = N�1�K y 1 2 I 0 g1N�2 � (N�2�K)� f algebra g12 � � KN�2 � 12�� f de�niión anterior de � g12 � � �Notar que:� KN�2 � (N�12 )( 1N�2) = N�12(N�2) > 12 66



� 0 < � < 12� 0 < 12 � � < 12 < 12 + � < 1Por lo tanto uando N es ompuesto, el programaMillerRabin1 setea witness a false on probabil-idad de al menos ( 12 � �); y setea witness a true on probabilidad de al menos ( 12 + �):( 12 + �) V wp:MillerRabin1:[ witness℄( 12 � �) V wp:MillerRabin1:[:witness℄4.7 Veri�aión de MillerRabin, on N primof S1 : n = N ^ N � 3 ^ odd:N ^ prime:N ^ 2rs = n� 1 ^ odd:s gx; prime := 0; true;do (x < T ) �!MillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1odTerminaión del iloLa terminaión del ilo se prueba usando la regla de variante probabilístio tomando:V; L;H; p := T�x; 0; T; 1y tomando a [0 � x � T ℄ omo invariante estandard sobre el ual está de�nido V . Diho invarianteimplia que 0 � T�x � T ; y la asignaión x := x+ 1 asegura el deremento de V .Invariante probabilístio del iloI := [x � T ^ prime℄Salida del ilo[x � T ^ prime℄ u [:(x < T )℄� f propiedad P8 g[x � T ^ prime ^ x � T ℄� f álulo de prediados g[x = T ^ prime℄V f propiedad P6 g[prime℄ 67



Cuerpo del ilowp:(MillerRabin1; prime := prime ^ :witness; x := x+ 1):I� f de�niión D3 gwp:MillerRabin1:wp:(prime := prime ^ :witness):wp:(x := x+ 1):I� f de�niión D2 gwp:MillerRabin1:wp:(prime := prime ^ :witness):[x+ 1 � T ^ prime℄� f de�niión D2 gwp:MillerRabin1:[x+ 1 � T ^ prime ^ :witness℄� f propiedad P8 gwp:MillerRabin1:([x+ 1 � T ^ prime℄ u [:witness℄)W f propiedad P2 gwp:MillerRabin1:[x+ 1 � T ^ prime℄ u wp:MillerRabin1:[:witness℄� f propiedad P10 g[x+ 1 � T ^ prime℄ u wp:MillerRabin1:[:witness℄� f suposiión S1 ; veri�aión de MillerRabin1 g[x+ 1 � T ^ prime℄ u 1� f propiedad de u g[x+ 1 � T ^ prime℄W f propiedad P6 g[x � T ^ prime ^ x < T ℄� f propiedad P8 g[x � T ^ prime℄ u [x < T ℄Iniializaión del ilowp:( x; prime := 0; true ):I� f de�niión D2 g[x � T ℄� f 0 < T g[true℄Por lo tanto el programa MillerRabin establee on probabilidad 1 la postondiión [prime℄ uandoasuminos omo hipótesis global que la variable n almaena una ontante N prima:[prime:n℄ � wp:MillerRabin:[prime℄
68



4.8 Veri�aión de MillerRabin, on N ompuestof S1 : n = N ^ N � 3 ^ odd:N ^ :prime:N ^ 2rs = n� 1 ^ odd:s gx; prime := 0; true;do (x < T ) �!MillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1odTerminaión del iloIdéntiamente a la veri�aión de MillerRabin para el aso N primo.Invariante probabilístio del iloI := [:prime℄ + [prime℄ � �1� 12T�x�Salida del ilo[:(x < T )℄ u IV f álulo de prediados estandard g[x = T ℄ u � [:prime℄ + [prime℄ � �1� 12T�x� �V f x = T ; algebra g[:prime℄Cuerpo del ilowp:(MillerRabin1; prime := prime ^ :witness; x := x+ 1):I� f de�niión D3 , dos veesgwp:MillerRabin1:wp:(prime := prime ^ :witness):wp:(x := x+ 1):I� f de�niión D2 gwp:MillerRabin1:wp:(prime := prime ^ :witness):� [:prime℄ + [prime℄ � �1� 12T�x�1� �� f de�niión D2 gwp:MillerRabin1:� [:prime _ witness℄ + [prime ^ :witness℄ � �1� 12T�x�1� �W f propiedad P1 gwp:MillerRabin1:[:prime_ witness℄ +wp:MillerRabin1:� [prime ^ :witness℄ � �1� 12T�x�1� �W f propiedades P9,P8 gwp:MillerRabin1:([:prime℄t [witness℄) +wp:MillerRabin1:� ([prime℄ u [:witness℄) � �1� 12T�x�1� �69



W f propiedad P3 g� wp:MillerRabin1:[:prime℄ t wp:MillerRabin1:[witness℄ � +wp:MillerRabin1:� ([prime℄ u [:witness℄) � �1� 12T�x�1� �W f propiedad P4 g� wp:MillerRabin1:[:prime℄ t wp:MillerRabin1:[witness℄ � +�1� 12T�x�1� � wp:MillerRabin1:([prime℄u [:witness℄)W f propiedad P2 g� wp:MillerRabin1:[:prime℄ t wp:MillerRabin1:[witness℄ � +�1� 12T�x�1� � � wp:MillerRabin1:[prime℄ u wp:MillerRabin1:[:witness℄ �W f propiedad P10 g� [:prime℄ t wp:MillerRabin1:[witness℄ � +�1� 12T�x�1� � � [prime℄ u wp:MillerRabin1:[:witness℄ �W f resultados anteriores g� [:prime℄ t ( 12 + �) � +�1� 12T�x�1� � � [prime℄ u ( 12 � �) �W f propiedad P4 g� [:prime℄ t ( 12 + �) � [prime℄ � +�1� 12T�x�1� � � [prime℄ u ( 12 � �) � [prime℄ �� f propiedad de u g� [:prime℄ t ( 12 + �) � [prime℄ � +�1� 12T�x�1� � ( 12 � �) � [prime℄W f algebra g� [:prime℄ t ( 12 + �) � [prime℄ � +� 12 � �� 12T�x� � [prime℄W f propiedad P5 g[:prime℄ + ( 12 + �) � [prime℄ +� 12 � �� 12T�x� � [prime℄� f álulo de prediados probabilístios g[:prime℄ + �1� 12T�x� � [prime℄W f propiedad de u g� [:prime℄ + [prime℄ � �1� 12T�x� � u [x < T ℄Iniializaión del ilowp:(x; prime := 0; true):I� f de�niión D2 g[:true℄ + [true℄ � �1� 12T�0�� f [false℄ = 0 ; [true℄ = 1 ; algebra g1� 12T 70



Por lo tanto la mínima probabilidad de que el programaMillerRabin setee la variable boleana primea false, es de 1� 12T bajo la hipótesis global que la variable n almaena una onstante N ompuesta:[:prime:n℄ � �1� 2�T � V wp:MillerRabin:[:prime℄
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Capítulo 5Comparaión de las lógiasEste trabajo es un estudio omparativo en el ual se aplió dos métodos formales distintos al mismo prob-lema: analizar las propiedades probabilístias que ya se sabía de ante mano que satisfaía el algoritmo deMiller-Rabin. Algunos de los objetivos de Hurd en [2℄, eran veri�ar el algortimo utilizando el probadorde teoremas HOL y asegurar e�ienia trabajando sobre una versión en que la terminaión es efetiva.El prinipal objetivo aquí no es la veri�aión en sí misma, sino omparar ambas lógias y estableer lasventajas de ada una para razonar sobre programas probabilístios. Además de ello se trabajó deliber-adamente on una versión de Miller-Rabin que tiene terminaión probabilístia para estudiar omo seomporta ada lógia ante esta situaión. Notar que si la terminaión es efetiva o probabilístia dependede omo esté de�nido el generador de números aleatorios, ya que es el únio fragmento del programa queinvolura la seleión probabilístia ��. Como resultado de las dos veri�aiones se vió la importania deutilizar alguna herramienta formal uando se introdue probabilidad en los algoritmos, ya que resultadosque pareen trivialmente iertos pueden resultar falsos 1. Los parámetros que se tuvieron en uenta paraompararar las dos lógias son los detallados a ontinuaión. Reordar que pH es el sistema de pruebareado por Hartog [4℄ y pCGL es la lógia desarrolada por Morgan ([5℄,[6℄, [7℄) y Seidel [8℄ entre otros.Expresividad de prediados Como die Hartog en [4℄, la prinipal diferenia entre ambas lógias esque en la suya se toma omo punto de partida una lógia al estilo Hoare on prediados proba-bilístios. Desde el punto de vista de la orreión estos prediados pareen intuitivamente másatrativos. El álulo basado en weakest preonditions de Morgan provee una forma de generarmuha informaión útil, apliando los tranformadores de prediados probabilístios wp:S. Por otraparte el enfoque de Hartog hae énfasis en haer la veri�aión a partir de muha informaión, laual es provista por la gran expresividad de sus prediados probabilístios. Justamente proponerun invariante de ilo en pH suele ser más senillo que haerlo en pCGL, ya que en la primera sepuede representar la distribuión de probabilidad de ada variable.Tamaño de pruebas La extensión de pCGL se ha omportado mejor en este sentido. Las pruebassuelen ser más meánias y muhas vees resultan de suesivas apliaiones de los tranformadores1En la lógia de Hartog, q �� q no neesariamente implia q72



de prediados probabilístios wp:S. En la mayoría de las veri�aiones realizadas aquí las pruebasterminan siendo más ompatas.En ambio en el sistema pH en programas de mayor tamaño el arbol de prueba se vuelve poomanejable, obligando a reurrir a pruebas outline y a doumentar subpruebas en otra parte. Enel apéndie de hartog puede observarse que ualquier prueba que se quiera haer sobre prediadosprobabilístios, hay que reduir el razonamiento a la tradiional lógia de primer orden; lo ualinvolura muhos pasos de reduión.Correión total Para obtener orreión total es neesario veri�ar que el programa termine utilizan-do algún argumento probabilístio. Aquí se analizarán las ondiiones de terminaión para un iloprobabilístio de la forma while C do S od . Reordemos que en todo este trabajo solo onsider-amos programas determinístios; por lo tanto en la lógia pCGL tenemos dos maneras de hequearla terminaión de un ilo:1) Usar la regla para ilos determinístios y alular diretamente la ondiión de terminaión:wp:( while C do S od ):1 � P1i=0 hi:[:G℄2) Usar la regla de variantes probabilístios, utilizando algún invariante estandard I del ilo yonluir que: wp:( while C do S od ):1 W I . Con lo ual se obtiene que el ilo terminaon probabilidad 0 o 1 debido a que I es estandard.En el sistema pH se fortalee la noión de invariante imponiendo una ondiión extra denominadahC; Si-losedness. La idea detras de ella es que una seuenia se obtiene por repetidas iteraionesdel ilo, tendrá un supremo satisfaiendo el invariante. Cuando el ilo termina en K iteraiones,un invariante que satisfae orreión parial automátiamente satisfae hC; Si-losedness (ver ver-i�aión de UnifPow2n). De las veri�aiones realizadas aquí solo hubo que hequear tal ondiiónpara el programa Uniforma[0; n� 1℄, porque es el únio que tiene una terminaión probabilístia.La onlusión para este punto partiular es que hay muhos pasos involurados en el hequeo de laondiión hC; Si-losedness; los uales no son tan meánios omo en el aso de pCGL. En algúnaspeto pCGL paree ser mas �exible porque permite hequar la terminaión de un algoritmoprobabilístio de dos formas diferentes y muho mas meánias que el sistema pH .Correión Parial Cuando se die orreión parial se hae referenia a la invarianza de algún predi-ado probabilístio on respeto al uerpo del ilo. Supongamos que I un prediado probabilístioen pCGL y que Inv un prediado probabilístio en el sistema pH . En general resulta menos ostosodemostrar que I es wp-invariante, que demostrar la tripla f Inv g if C then S else skip fi f Inv g.Para el primer aso solo basta on probar: [C℄uI V wp:S:I . Para el segundo aso es neesarioonstuir el siguiente árbol de prueba:f:C ? Inv g skip f:C ? Inv g(Skip) (:C ? Inv) ) q0f C ? Inv g S f q g f:C ? Inv g skip f q0 g (Cons)f Inv g if C then S else skip fi f q + q0 g (If) q + q0 ) Invf Inv g if C then S else skip fi f Inv g (Cons)73



Mirando las hojas del árbol se onluye que se deben probar la tripla f C ? Inv g S f q g y lasimpliaiones (:C ? Inv) ) q0 , q + q0 ) Inv . lo ual resulta muho más ostoso que en elaso de pCGL. Reordar que probar ualquier impliaión entre dos prediados probabilístios depH obliga a reduir todo el razonamiento a la lógia de primer orden. Por otra parte no suele serintuitivo ver que prediado probabilístio es impliaado por (:C ? Inv) .Forma de aotar la probabilidad Este punto está relaionado de alguna manera on la expresividadde las lógias; y también aquí se demuestra el poder de pH . Para �jar ideas supongamos que:Pre; Post son prediados estandard en pCGL, es deir Pre; Post 2 P(S); Pre; Post también sonprediados determinístios en pH , es deir Pre; Post 2 DPred; � es una onstante en el intervalo(0; 1); y que S es un programa probabilístio. Entones en general, las lógias puede aotar laprobabilidad de las siguientes maneras:Tipo de ota pH pCGLinferior estrita - f P(Pre) = 1 g S f P(Post) < � ginferior � � [Pre℄ V wp:S:[Post℄ f P(Pre) = 1 g S f P(Post) � � gexata � � [Pre℄ � wp:S:[Post℄ f P(Pre) = 1 g S f P(Post) = � gsuperior - f P(Pre) = 1 g S f P(Post) � � gsuperior estrita - f P(Pre) = 1 g S f P(Post) > � gReordar que en la veri�aión de MillerRabin para el aso :prime:N on la lógia de Morgan, fueneesario utilizar dos resultados:( 12 + �) V wp:MillerRabin1:[ witness℄( 12 � �) V wp:MillerRabin1:[:witness℄para ello se debió realizar dos pruebas; porque ninguno se podía deduir a partir del otro 2. Sinembargo en la veri�aión deMillerRabin1 usando el sistema pH , ante una situaión similar ourriólo ontrario. Se disponia de la tripla:f P(I ^ :prime:N) = 1 g MillerRabin1 f P(witness) � 12 ^ P(true) = 1 gy on solo apliar la regla (Cons) a la postondiión de la tripla anterior, se obtiene la siguientetripla: f P(I ^ :prime:N) = 1 g MillerRabin1 f P(:witness) � 12 ^ P(true) = 1 gPor lo tanto la lógia pH es más poderosa en el sentido que se maneja más informaión. En muhosasos se pueden establaer una ota para la probabilidad de un prediado determinístio y al mismotiempo una ota para la negaión del mismo.Programas veri�ables El onjunto de programas probabilístios que se pueden veri�ar en pCGL esmayor que en pH . Esto se debe al tipo de expresión por uyo valor se puede realizar la seleiónprobabilístia:2Notar que no existe una propiedad de la forma: wp:S:(1�Q) � 1� wp:S:Q , solo basta on tomar S := abort74



Lógia Seleión Probabilístia Tipo de expresiónpH S �� T � 2 (0; 1) es onstante.pCGL S �p T p es una expresión sobre variables de programa(no neesariamente onstante) tomando un valor en [0; 1℄.El siguiente programa es un generador de números aleatorios en el rango [0; N) que esta extraídode [6℄. Uniform8>>>>>>><>>>>>>>: a; b := 0; N ;while (a+ 1 6= b) dop := (a+ b) div 2;a := p � b�pb�a b := p  � (*)odNotar que el fragmento de programa (*) no se puede representar en pH porque la expresión b�pb�ano es una onstante en el rango (0; 1), sino que depende de los valores de las variables a; b; p .Otro ejemplo similar es la implementaión de la seleión determinístia if B then S else T fiusando la seleión probabilístia S �[B℄ T . En pCGL la equivalenia se muestra punto a punto:wp:( S �[B℄ T ):Q � [B℄ � wpS:Q + [:B℄ � wp:T:Q � wp:( if B then S else T fi ):QSin embargo el programa S �[B℄ T no pertenee al lenguaje Lpw de pH , porque el valor de laexpresión depende las variables involuradas en la ondiión booleana B.En resumen tenemos las siguientes omparaiones:Punto de omparaión pH pCGLexpresividad p �tamaño de pruebas � porreión total � porreión parial � pforma de aotar la probabilidad p �programas veri�ables � pComo balane �nal, a�rmar que una lógia es mejor que la otra podría resultar una opinión subjetiva;porque depende muho del algoritmo probabilístio que se esté veri�ando. Para el aso partiulardel algoritmo de Miller-Rabin la lógia pCGL resultó ser muho más prátia, una vez que se maduróbién omo trabajan los trasformadores de estados wp:S ; todo el trabajo de veri�aión se hae asimeániamente. Sin embargo para una persona que nuna trabajó on alguna de los dos lógias, podríaverse tentada a empezar on la de Hartog, puesto que el onstrutor P(: : :) está muy relaionado alonepto intuitivo de probabilidad que tiene la mayoría. ~
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Apéndie APropiedades de la lógia de HartogEn este apéndie demostraremos algunos lemas y propiedades neesarios para veri�ar el algoritmo deMillerRabin usando la lógia de Hartog [4℄.El primer lema es bastante intuitivo, y expresa que si debilitamos un prediado determinístio dp auno dp0, entones la probabilidad de que sea ierto podría reer.Lema 6 (8� 2 S; I 2 I : (�; I) � dp! dp0) ) (�; J) � P(dp) � P(dp0)Dem:(8� 2 S; I 2 I : (�; I) � dp! dp0), (�0; JI) � dp! dp0, (�0; JI) � dp ) (�0; JI) � dp0, V � V 0donde: V = f�0 j (�0; JI) � dpg y V 0 = f�0 j (�0; JI) � dp0g)PV �(�) �PV 0 �(�), Vr(P(dp))(�; J) � Vr(P(dp0))(�; J), Br(P(dp) � P(dp0))(�; J), (�; J) � P(dp) � P(dp0) �Para mostrar que la equivalenia no es ierta, se observa que se podría tener:(�; J) � P(true) � P(false) y sin embargo: (�; I) � true! false es falso.Supongamos que en ierto estado � un prediado determinístio dp vale on ierta probabilidad, queestá aotada inferiormente (superiormente) por ierto valor r; y además  es una ondiión booleana deprograma. Entones sería natural pensar que podemos dividir ese estado probabilístio en dos partes:una donde se satisfae dp ^  y otra donde se satisfae dp ^ :. Luego podemos deir que existen otasinferiores (superiores) para las probabilidades de esos prediados determinístios disjuntos; uya suma es= r. Esta idea motiva el siguiente lema que será muy útil en la veri�aión de programas de la forma:if  then � � � else � � �fi . 76



Lema 7 Si  2 BChPV ari ; J(r) 2 [0; 1℄ y � 2 f�;=;�g entones:(�; J) � P(dp)� r , (�; J) � 9r1; r2 : r1 + r2 = r ^ P(dp ^ )� r1 ^ P(dp ^ :)� r2Dem:(�; J) � P(dp)� r, Br(P(dp)� r)(�; J), Vr(P(dp))(�; J) � Vr(r)(�; J),P�2V �(�) � J(r)donde: V = f�0 j (�0; JI) � dpg, 9x1; x2 2 R : x1 + x2 = J(r) ^ P�2V1 �(�)� x1 ^ P�2V2 �(�) � x2donde: V1 = f�0 j (�0; JI) � dp ^ g y V2 = f�0 j (�0; JI) � dp ^ :gSubprueba:notar que: V = V1 ℄ V2 es unión disjunta.� aso J(r) = 0 tomamos:x1 = x2 = 0� aso � 2 f�g y J(r) > 0 tomamos:x1 =P�2V1 �(�) + 12�J(r)�P�2V �(�)�x2 =P�2V2 �(�) + 12�J(r)�P�2V �(�)�� aso � 2 f=;�g y J(r) > 0 tomamos:x1 = J(r)�P�2V1 �(�)�=�P�2V �(�)�x2 = J(r)�P�2V2 �(�)�=�P�2V �(�)�en todos los asos se satisfae: x1 + x2 = J(r) �, 9x1; x2 2 R : J [r1=x1℄[r2=x2℄(r1) + J [r1=x1℄[r2=x2℄(r2) = J(r) ^P�2V1 �(�) � J [r1=x1℄[r2=x2℄(r1) ^ P�2V2 �(�) � J [r1=x1℄[r2=x2℄(r2), 9x1; x2 2 R : Vr(r1 + r2)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) = Vr(r)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) ^Vr(P(dp ^ ))(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) � Vr(r1)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) ^Vr(P(dp ^ :))(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) � Vr(r2)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄), 9x1; x2 2 R : Br(r1 + r2 = r)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄)^Br(P(dp ^ )� r1)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) ^ Br(P(dp ^ :)� r2)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄), 9x1; x2 2 R : Br( r1 + r2 = r ^ P(dp ^ )� r1 ^ P(dp ^ :)� r2 )(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄), 9x1; x2 2 R : (�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) � r1 + r2 = r ^ P(dp ^ )� r1 ^ P(dp ^ :)� r2, (�; J) � 9r1; r2 : r1 + r2 = r ^ P(dp ^ )� r1 ^ P(dp ^ :)� r2 �Supongamos que estamos veri�ando un if y que ya hemos demostrado las siguientes triplas:f ?p g s f r1 + r2 = r ^ P(dp)� r1 g y f:?p g s0 f r1 + r2 = r ^ P(dp)� r2 gpara algún prediado probabilístio p; entones utilizando la regla (If) tenemos que vale la tripla:f p g if  then s else s0 fi f (r1 + r2 = r ^ P(dp)� r1) + (r1 + r2 = r ^ P(dp)� r2) gCon lo ual sería bueno tener un lema que simpli�que la suma probabilístia en la postondiión de latripla al prediado: P(dp)� r. 77



Lema 8 Si J(r) 2 [0; 1℄ y � 2 f<;�;=;�; >g entones:(�; J) � r1 + r2 = r ^ �P(dp)� r1 + P(dp)� r1� ) (�; J) � P(dp)� rDem:(�; J) � r1 + r2 = r ^ �P(dp)� r1 + P(dp)� r1�, (�; J) � r1 + r2 = r ^ (�; J) � P(dp)� r1 + P(dp)� r1, J(r1) + J(r2) = J(r) ^9�1; �2 : �1 + �2 = � ^ (�1; J) � P(dp)� r1 ^ (�2; J) � P(dp)� r2, J(r1) + J(r2) = J(r) ^9�1; �2 : �1 + �2 = � ^ P�2V �1(�) � J(r1) ^ P�2V �1(�) � J(r2)donde: V = f�0j(�0; JI) � dpg, J(r1) + J(r2) = J(r) ^ 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^P�2V �(�) =P�2V (�1 + �2)(�) =P�2V �1(�) +P�2V �2(�) � J(r1) + J(r2) = J(r))P�2V �(�) � J(r), (�; J) � P(dp)� r �Si J es una interpretaión que satisfae: P�2V �(�) � J(r)entones la interpretaión J 0 := J [r1=1℄[r2=1℄ no satisfae J 0(r1) + J 0(r2) = J 0(r) , ya que:J 0(r1) + J 0(r2) = 1 + 1 > 1 > J 0(r) . Quedando demostrado así que la equivalenia es no vale en ellema.Supongamos que en un programa de la forma: if  then s else s0 fi ya demostramos las siguientestriplas: f ?p g s f P(dp)� r g y f:?p g s0 f true gpara algún prediado p; entones apliando la regla (If) la siguiente tripla es válida:f p g if  then s else s0 fi f (P(dp)� r) + true gLa postondiión puede interpretarse omo que el estado � que la satisfae, puede dividirse en dos partes:una que satisfae dp on probabilidad de al menos r (tomando � 2 f�; >g) y otra parte en la que puedevaler ualquier prediado. Sería intuitivo pensar que la desigualdad se mantiene, ya que en el peor de losasos la parte dereha de la suma probabilístia (true) aumenta la ota inferior de la probabilidad de dp.Esta observaión motiva la propiedad siguiente.Lema 9 Si � 2 f�; >g entones:(�; J) � (P(dp)� r + true) ) (�; J) � P(dp)� rDem:
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(�; J) � P(dp)� r + true, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^ (�1; J) � P(dp)� r ^ (�2; J) � true, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^ P�2V �1(�) � J(r) donde: V = f�0 j (�0; JI) � dpg, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^P�2V �(�) =P�2V (�1 + �2)(�) =P�2V �1(�) +P�2V �2(�) �P�2V �1(�) � J(r),P�2V �(�) � J(r), (�; J) � P(dp)� r �Notar que el lema anterior también vale para uando � es = y r es 1; ya que la probabilidad total nopuede exeder a 1. En la anteúltima equivalenia, la impliaión (() se justi�a tomando:�1; �2 := �; �0 donde �0 es el elemento minmal de � que satisfae: (8� 2 S : �0(�) = 0) .Supongamos ahora que se demostró una tripla de la forma: f P(dp)� r g s f P(dp)� r0 gapliando la regla de esalado (Lin �), se satisfae la terna: f � � (P(dp)� r) g s f � � (p(dp)� r0) gLo que uno esperaría es que se esalen linealmente los valores de r; r0 por � 2 (0; 1); eso es justamente loque muestra el siguiente lema.Lema 10 Si � 2 f<;�;=;�; >g y � 2 (0; 1) entones:(�; J) � � � (P(dp)� r) , (�; J) � P(dp)� � � rDem:(�; J) � � � (P(dp)� r), 9�0 : � = � � �0 ^ (�0; J) � P(dp)� r, 9�0 : � = � � �0 ^ P�2V �0(�)� J(r) donde: V = f�0 j (�0; JI) � dpg, 9�0 : � = � � �0 ^P�2V �(�) =P�2V (� � �0)(�) = � �P�2V �0(�)� � � J(r),P�2V �(�) � � � J(r), (�; J) � P(dp)� � � r �En este lema aparee una onstante � 2 (0; 1); se puede generalizar la regla (Lin �) para esalarpor otro tipo de expresiones úliles, omo por ejemplo: r; �i; (1 � �)i ,et. En realidad podría serualquier expresión er del onjunto RealExp que satisfaga: Vr(e0r)(�; J) 2 (0; 1) ; exepto aquellasque involuran el onstrutor P(� � �) para que el esalado sea independiente del valor que tengan lasvariables de programa (el ual está sujeto a una distribuión de probabilidades). Mas formalmente,rede�nimos la regla: fpg s fqgfe0r � pg s fe0r � qg (Lin�)donde: e0r ::= � j r j e0r + e0r j e0r � e0r j e0r � e0r j e0r=e0r j e0erAdemás es neesario modi�ar ligeramente la semántia. Antes se tenía que:(�; J) � � � p () ( 9�0 : � = � � �0 ^ (�0; J) � p )79



Ahora se tiene: (�; J) � e0r � p () ( 9�0 : � = Vr(e0r)(�; J) � �0 ^ (�0; J) � p )Estos ambios fueron onsultados a Hartog, la respuesta del mismo fue que no son trasendetes; ya quesolo sirven para poder esalar por expresiones más generales y no alteran la validéz de la regla (Lin �).Una propiedad bastante evidente que no se pondrá omo lema, pero que sin embargo se la usaráen el siguiente lema es que si  2 BChPV ari entones: 8I 2 I : B()(�) () (�; I) � . Elpróximo lema esta estrehamente relaionado on el lema 7, ya que die que signi�a exatamente ortaral prediado r1 + r2 = r ^ P(dp ^ )� r1 ^ P(dp ^ :)� r2 por la ondiión .Lema 11 Si  2 BChPV ari y � 2 f<;�;=;�; >g entones:(�; J) � ?�r1 + r2 = r ^ P(dp ^ )� r1 ^ P(dp ^ :)� r2� )(�; J) � r1 + r2 = r ^ P(dp ^ )� r1Dem:(�; J) � ?�r1 + r2 = r ^ P(dp ^ )� r1 ^ P(dp ^ :)� r2�, 9�0 : � = ?�0 ^ (�0; J) � r1 + r2 = r ^ P(dp ^ )� r1 ^ P(dp ^ :)� r2, 9�0 : � = ?�0 ^ J(r1) + J(r2) = J(r) ^P�2V1 �0(�) � J(r1) ^P�2V2 �0(�)� J(r2)donde: V1 = f�0 j (�0; JI) � dp ^ g y V2 = f�0 j (�0; JI) � dp ^ :g) 9�0 : � = ?�0 ^ J(r1) + J(r2) = J(r) ^P�2V1 �(�) =P�2V1(?�0)(�) =P�2V 01 �0(�) =P�2V1 �0(�)� J(r1)Subprueba:V 01 = f�0 j (�0; JI) � dp ^  ^ B()(�0)g= f�0 j (�0; JI) � dp ^  ^ (�0; JI) � g= f�0 j (�0; JI) � dp ^ g = V1 �) (�; J) � r1 + r2 = r ^ (�; J) � P(dp ^ )� r1, (�; J) � r1 + r2 = r ^ P(dp ^ )� r1 �Lema 12 La semántia denotaional del lenguaje Lpw es lineal on respreto al estado probabilístio, esdeir: 8s 2 Lpw : 8 �; �0 2 � : D(s)(� � � + �0) = � � D(s)(�) +D(s)(�0)Dem:La demostraión es por induión estrutural en los programas de Lpw. Para el aso de iteraión, de�ni-mos: if n := ( if  then s else skip fi )n� aso skipD( skip )(� � � + �0)= � � � + �0= � � D( skip )(�) +D( skip )(�0) 80



� aso x := eD(x := e)(� � � + �0)= (� � � + �0)[x=V(e)℄= � � �[x=V(e)℄ + �0[x=V(e)℄= � � D(x := e)(�) + D(x := e)(�0)� aso s; s0D(s; s0)(� � � + �0)= D(s0)D(s)(� � � + �0)= D(s0)� � � D(s)(�) +D(s)(�0) �  h.i. sobre: s; �; �0= � � D(s0)D(s)(�) +D(s0)D(s)(�0)  h.i. sobre: s0;D(s)(�);D(s)(�0)= � � D(s; s0)(�) +D(s; s0)(�0)� aso s��0 s0D(s��0 s0)(� � � + �0)= D(s)(� � � + �0) ��0 D(s0)(� � � + �0)= � � � D(s)(�) +D(s)(�0) � ��0 D(s0)(� � � + �0)  h.i. sobre: s; �; �0= � � � D(s)(�) +D(s)(�0) � ��0 � � � D(s0)(�) +D(s0)(�0) �  h.i. sobre: s0; �; �0= �0 � � � � D(s)(�) +D(s)(�0) � + (1� �0) � � � � D(s0)(�) +D(s0)(�0) �= � � �0 � D(s)(�) + � � (1� �0) � D(s0)(�) + �0 � D(s)(�0) + (1� �0) � D(s0)(�0)= � � � �0D(s)(�) + (1� �0) � D(s)(�) � + � �0 � D(s)(�0) + (1� �0) � D(s0)(�0) �= � � D(s��0 s0)(�) + D(s��0 s0)(�0)� aso if  then s else s0 fiD( if  then s else s0 fi )(� � � + �0)= D(s)(?(� � � + �0)) + D(s0)(:?(� � � + �0))= D(s)(� � (?�) + (?�0)) + D(s0)(� � (:?�) + (:?�0))= � � D(s)(?�) + D(s)(?�0) + D(s0)(� � (:?�) + (:?�0))  h.i. sobre: s; (?�); (?�0)= � � D(s)(?�) + D(s)(?�0) + � � D(s0)(:?�) + D(s0)(:?�0)  h.i. sobre: s0; (:?�); (:?�0)= � � � D(s)(?�) + D(s0)(:?�) � + � D(s)(?�0) + D(s0)(:?�0) �= � � D( if  then s else s0 fi )(�) + D( if  then s else s0 fi )(�0)� aso while  do s odD( while  do s od )(� � � + �0)= limn!1 : ? D( if n)(� � � + �0)= limn!1 : ? � � � D( if n)(�) + D( if n)(�0) �  h.i. sobre: if n; �; �0= limn!1 � � �: ? D( if n)(�) � + �: ? D( if n)(�0) �= � � limn!1 : ? D( if n)(�) + limn!1 : ? D( if n)(�0)= � � D( while  do s od )(�) + D( while  do s od )(�0) �El próximo lema se usará en algunas veri�aiones de fragmentos if ; básiamente muestra omo laeuaión � + �0 = � se re�eja en los prediados probabilístios que invoulran el onstrutor P(� � �).81



Lema 13 Si � 2 f<;�;=;�; >g entones:(�; J) � P(dp)� r + P(true) = 0 , (�; J) � P(dp)� rDem:(�; J) � P(dp)� r + P(true) = 0, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^ (�1; J) � P(dp)� r ^ (�2; J) � P(true) = 0, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^P�2V �1(�)� J(r) ^P�2S �2(�) = 0donde: V = f�0 j (�0; JI) � dpg, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^P�2V �(�) =P�2V �1(�) +P�2V �2(�) � J(r) + 0 = J(r),P�2V �(�) � J(r), (�; J) � P(dp)� r + P(true) = 0 �Notar que en la segunda equivalenia del lema anterior se usó que ualquier estado determinístio� 2 S satisfae true. Por otra parte la impliaión (() de la uarta equivalenia se obtiene de�niendo:�1; �2 := �; �0 reordando que �0 es el menor elemento de �.
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Apéndie BPropiedades de la lógia de MorganEn este apéndie se justi�arán varias propiedades que fueron neesarias para veri�ar el algoritmo deMillerRabin usando la extensión de Morgan. La mayoría de ellas están extraidas de [5℄, [7℄.Lema 14 (Sub-linearidad) Sean a; b;  2 R� reales no negativos; Q;Q0 2 P(St) prediados probabilís-tios y S un programa PCGL entones:wp:S:(a �Q+ b �Q0 	 ) W a � wp:S:Q+ b � wp:S:Q0 	 Dem:Todo el desarrollo que justi�a la propiedad de sub-linearidad se enuentra en [5℄. �Notar que tomando a; b;  := 1; 1; 0; se deriva una propiedad muy utilizada en la veri�aión deMillerRabin: wp:S:(Q+Q0) W wp:S:Q+ wp:S:Q0La siguiente propiedad es la monotonía probabilístia; que generaliza la monotonía estandard delmismo modo que la relaión V generaliza la impliaión ) .Lema 15 (Monotonía) Sean Q;Q0 2 P(St) prediados probabilístios tales que Q V Q0 y S unprograma PCGL entones: wp:S:Q V wp:S:QDem:wp:S:Q� f algebra gwp:S:((Q�Q0) +Q0)W f sub-linearidad: a; b;  := 1; 1; 0 gwp:S:(Q�Q0) + wp:S:Q0W f 0W wp:S:(Q�Q0) gwp:S:Q0 83



�Otra propiedad que es onseuenia de la monotonía, y que se utilizó varias vees en la veri�aióndel algoritmo es la sub-distributividad del operador t .Q V Q tQ0Q0 V Q tQ0 )) wp:S:Q V wp:S:(Q tQ0)wp:S:Q0 V wp:S:(Q tQ0) )) wp:S:Q t wp:S:Q0 V wp:S:(Q tQ0)El siguiente resultado expresa que las preondiiones probabilístias están aotadas superiormente.En la siguiente propiedad se denotará Qmax := Fs2StQ:s , representando el máximo Q sobre todoslos valores de las variables de programa.Lema 16 (Fatibilidad) Sea Q 2 P(St) un prediado probabilístio y S un programa PCGL entones:wp:S:Q V QmaxDem:En primer lugar se observa que:wp:S:0� f algebra gwp:S:(2 � 0)W f sub-linearidad: a; b;  := 2; 0; 0 g2 � wp:S:0por lo tanto vale que wp:S:0 � 0 . Luego:0� f resultado anterior gwp:S:0� f 0 � Q	Qmax gwp:S:( Q	Qmax )W f sub-linearidad: a; b;  := 1; 0; Qmax gwp:S:Q 	 QmaxFinalmente sumando Qmax en ambos extremos se obtiene que:wp:S:Q V Qmax �La siguiente propiedad expresa que la multipliaión por un esalar  se distribuye on repeto a losomandos PCGL.Lema 17 (Esalado) Sea Q 2 P(St) un prediado probabilístio;  2 R� una onstante real; y S unprograma PCGL entones: wp:S:( �Q) �  � wp:S:Q84



Dem:Separamos la prueba en dos asos:� aso  = 0wp:S:(0 �Q)� f algebra gwp:S:0� f fatibilidad g0� f algebra g0 � wp:S:Q
� aso  6= 0wp:S:( �Q)� f  6= 0 ; algebra g � 1 � wp:S:( �Q)V f sub-linearidad g � (wp:S:( 1 �  �Q))� f  6= 0 ; algebra g � wp:S:QUsando sub-linearidad se obtiene la otra impli-aión probabilístia:wp:S:( �Q) W  � wp:S:Q.Por lo tanto: wp:S:( �Q) �  � wp:S:Q. �La próxima propiedad tiene que ver on la onjunión probabilístia & que también satisfae laspropiedades que son onsistentes on los booleanos:0&0 = 0 0&1 = 0 1&0 = 0 1&1 = 1Lema 18 (Sub-onjuntividad) Sean Q;Q0 2 P(St) prediados probabilístios y S un programa PCGLentones: wp:S:(Q&Q0) W wp:S:Q & wp:S:Q0Dem:wp:S:(Q&Q0)� f de�niión de & gwp:S:((Q+Q0)	 1)W f sub-linearidad: a; b;  := 1; 1; 1 gwp:S:Q+ wp:S:Q0 	 1� f de�niión de & gwp:S:Q & wp:S:Q0 �De esta última propiedad se puede extraer otra menos general, que se usará muho en la veri�aiónde MillerRabin. En primer lugar observamos que & se redue a u uando alguno de los operandos esestandard ( digamos [P ℄ ):Q&[P ℄ � (Q+ [P ℄)	 1 � (Q+ [P ℄� 1) t 0 � Q u [P ℄85



Por lo tanto si el prediado probabilístio wp:S:[P ℄ también es estandard entones se tiene una sub-distributividad para el operador u :wp:S:(Q u [P ℄) W wp:S:Q u wp:S:[P ℄Notar además que si S en un programa estandard (que no involura el operador �p) y [P ℄; [P 0℄son prediados estandard entones, se tiene una propiedad de onjuntividad-total omo se muestra aontinuaión.wp:S:[P ℄ & wp:S:[P 0℄� f S es estandard gwp:S:[P ℄ u wp:S:[P 0℄W f [P ℄W [P ℄&[P 0℄ ; monotonía gwp:S:([P ℄&[P 0℄) u wp:S:[P 0℄W f [P 0℄W [P ℄&[P 0℄ ; monotonía gwp:S:([P ℄&[P 0℄) u wp:S:([P ℄&[P 0℄)� f u es idempotente gwp:S:([P ℄&[P 0℄)Tomando Q;Q0 := [P ℄; [P 0℄ en la propiedad de sub-onjuntividad se tiene:wp:S:[P ℄ & wp:S:[P 0℄ V wp:S:([P ℄&[P 0℄)Por lo tanto: wp:S:[P ℄ & wp:S:[P 0℄ � wp:S:([P ℄&[P 0℄)
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