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ResumenEl estudio de la orreión de los sistemas es de suma importania debidoa que las fallas en estos sistemas pueden tener onseuenias atastró�as.Este trabajo ontribuye a extender la ténia de Model Cheking Cuantita-tivo desarrollada en [dA97℄, el ual presenta un algoritmo para alular laprobabilidad máxima de que una propiedad expresada en LTL sea satisfehapor un sistema on omponentes probabilístias y/o no determinístias. Estealgoritmo redue el problema del álulo de la probabilidad máxima a unproblema de alanzabilidad. Utilizando un enfoque similar, hemos desarro-llado un algoritmo para el álulo de la probabilidad mínima.Además, hemos reado una herranienta para el álulo de diha proba-bilidad en un sistema bajo estudio. Esta herramienta se basa en la imple-mentaión de nuestros resultados y la integraión de estos on otras apli-aiones ya existentes, entre ellas, Rapture [JDL02℄, un model heker deprobabilidad uantitativa.
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Capítulo 1Introduión1.1. Los ProblemasLa interaión otidiana on sistemas basados en omputadoras es unheho inevitable y se presenta en ualquier ámbito. No sólo eso, ada díalos distintos sistemas se interrelaionan más on el entorno en el que seenuentran y deben reaionar en funión de los estímulos reibidos, de aquíla denominaión de sistemas reativos. Es más, luego de realizar la aiónprede�nida para un estímulo en partiular, el sistema tiene que estar listopara seguir interatuando. Este omportamiento, idealmente, nuna termina.Un sistema reativo puede presentar distintos niveles de omplejidad, porejemplo, tanto una máquina expendedora de afé omo un programa para elontrol aéreo son sistemas reativos, ya que estos interatúan en funión delo que ourre en su entorno. Mientras que el entorno de la máquina de afées simplemente un usuario que desea tomar afé, el entorno de un programapara el ontrol aéreo es muho más omplejo, pues este inluye los avionesque desean despegar, los aviones que desean aterrizar, el tiempo estimado dedespegue y aterrizaje, el total de pistas en el aeropuerto, et.Así omo la omplejidad varía, tambien varía la importania de un o-rreto funionamiento. Si bien es ierto que el usuario de la máquina deafé sufrirá un gran disgusto si al pedir un afé reibe un té, este mal fun-ionamiento dudosamente resultará en una tragedia. En ambio, este no esel aso del programa para el ontrol de vuelo. Un mal funionamiento en estepodría resultar en la muerte de ientos de personas. Este tipo de sistemas,on araterístias rítias, deben proveer un serviio orreto y e�iente.La veri�aión de dihos sistemas es más difíil a medida que la ompleji-dad de los mismos aumenta, debiéndose reurrir a diferentes ténias parala veri�aión de su orreto funionamiento.La omplejidad de los sistemas reativos no sólo está en funión de laantidad de variables que deben manejar. Además, se suman otros fatores:el no determinismo y/o la aleatoriedad de iertas aiones y la neesidad de9



10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓNno �nalizaión de las ejeuiones. Estos fatores a vees se introduen paragarantizar el logro del resultado deseado, omo es el aso de los auerdosbizantinos donde la omponente no determinista se mezla on la aleatoria,o en el aso de un sistema operativo, este funiona inde�nidamente, satis-faiendo los requerimientos de las apliaiones y el usuario. En otros asos,se deben al no determinismo generado por el entorno en el ual las ompo-nentes del sistema deben interatuar. Estos asos se presentan en situaionestales omo la pérdida de un mensaje en la red o el mal funionamiento deun sensor. Luego, los fatores que iniden sobre la omplejidad del sistema,haen imposible realizar veri�aiones basadas en pre y pos ondiión.En onseuenia surge el problema de ómo representar este tipo depropieadades, en la ual entra en juego el tiempo. Supongamos que se de-�ne el prediado �se envía un mensaje on destino d en el momento t� omoenvia(d, t) y el prediado �se reibe un mensaje en d en el momento t� omoreibe(d, t). Luego una posible forma de representar el prediado antes men-ionado es:
∀d,∀t(envia(d, t) ⇒ ∃t′ > t : reibe(d, t′))Si bien es posible expresar la propiedad en términos formales, se apreiaun nivel de omplejidad onsiderable para la representaión de un propiedadsimple, la ual, no será fáilmente manipulable al momento de querer realizaralguna veri�aión formal automátia.Otro problema que surge es la onsideraión de probabilidades dentro delomportamiento de los sistemas. Esta onsideraión implia que el onjuntode propiedades asoiadas a estos sistemas se sale de la lógia usual. Por estarazón no podemos utilizar prediados omo �el programa termina�, en su lu-gar deberemos utilizar �el programa termina on probabilidad 1�. Otras veesel estableer que una propiedad es falsa es muy débil y a la vez estableersu veraidad es imposible. Un ejemplo de esto son los protoolos de retrans-miión aotada, donde uno no puede asegurar que todo mensaje se reibepero si puede analizar la validez de lo siguiente �todo mensaje se reibe onprobabilidad 0,99�Resumiendo, es de suma importania la veri�aión de los sistemas onaraterístias rítias, pues un mal funionamiento de estos pueden llevara una tragedia. Sin embargo, al momento de querer realizar esto surgen lossiguientes inonvenientes:1. Di�ultad para expresar propiedades, en donde el tiempo juega unpapel importante, de forma simple y automátiamente manipulable.2. Imposibilidad de demostrar, de forma tradiional, propiedades rele-vantes para sistemas de gran omplejidad.3. El no determinismo y las probabilidades de los sistemas haen imposi-



1.2. LAS SOLUCIONES 11ble hablar de la total validez o invalidez de las propiedades.1.2. Las SoluionesLos problemas menionados en la seión anterior se empezaron a analizaren las últimas déadas, dando omo soluión la lógia temporal y las téniasde model heking.Lógia TemporalLa lógia temporal fue sugerida por A. Pnueli para la espei�aión for-mal de propiedades sobre el omportamiento de un sistema en 1977 [Pnu77℄.Estás están espei�amente disenãdas para la espei�aión de propiedadesdel omportamiento del sistema a través del tiempo. La notaión es lara,simple y muy intuitiva, pero siempre en presenia de un fuerte formalismo.Por ejemplo, la fórmula �F llueve� (�nalmente llueve), representa el predia-do �en algún momento en el futuro lloverá�. En este trabajo nos enfoaremosen la lógia temporal lineal (LTL), la ual permite estableer propiedadessobre las ejeuiones del sistema bajo estudio.Model ChekingEl model heking es un ténia tal que dado un modelo de estados �ni-tos del sistema y una propiedad lógia sistemátiamente veri�a, de modoautomátio, si la propiedad es válida o no en el modelo [Kat99℄.Los algoritmos utilizados, para veri�ar si la propiedad es válida en elmodelo, genereralmente se basan en una búsqueda exhaustiva en el espaiode estados posibles del modelo; a esto se debe la neesidad de una antidad�nita de estados. En otras palabras, el algoritmo debe reorrer todos losposibles estados y determinar si la propiedad se umple para ada posibleseuenia de estados. Veamos esto on un ejemplo:Ejemplo 1. Supongamos un sistema que manda mensajes inde�nidamente,el ual se iniializa listo para madar un mensaje. Cada vez que manda unmensaje, este puede ser mandado on problemas o sin problemas (no deter-minismo). En el primer aso el mensaje llega. En el segundo aso, no. Sinimportar el aso, luego de esto el sistema vuelve a estar listo para mandarotro mensaje. Este sistema se enuentra modelado en la �gura 1.1.Supongamos que deseamos veri�ar que, para todo omportamiento posi-ble, es válida la propiedad: �siempre que se manda un mensaje, el mensaje sereibe�. El algoritmo de model heking utilizado debería reportar la invalidezde la propiedad. Esto se debe a que un posible omportamiento del modelo esABC, donde en B se manda un mensaje y en C no se reibe.



12 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN
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Figura 1.1: Modelo del sistema representado en el ejemplo 1Si bien el uso de Model Cheking permite la veri�aión de propiedadesen sistemas omplejos, donde puede entrar en juego el no determinismo, note-mos que no posee una forma de veri�ar propiedades en sistemas ompuestospor omponententes probabilístias. Por esta razón, en los años 90, empiezael estudio de las primeras ténias de Model Cheking Cuantitativo. En estasténias se veri�an propiedades tales omo �todo mensaje llega on una pro-babilidad de 0,99�. Este tipo de propiedades reibe el nombre de propiedadesuantitativas y están presentes en los sistemas donde juegan un papel im-portante el no determinismo de iertas aiones, omo ya menionamos, yasea para lograr el objetivo deseado o por la interaión on omponentesaleatorios del entorno del sistema. El Model Cheking Cuantitativo, ademásde lidiar on los mismos problemas que el Model Cheking, debe afrontarnuevos. Entre ellos, el de ómo relaionar el no determinismo on las prob-abilidades. Por ejemplo, si una persona tira una moneda al aire se sabe quela probabilidad de que salga ara es de 0,5. Pero si no estamos seguros si lapersona va a arrojar la moneda, ¾uál es la probabilidad que salga ara?.1.3. ObjetivosEl objetivo de este trabajo es presentar y extender la ténia de ModelCheking Cuantitativo desarrollada en [dA97℄. En [dA97℄ se presenta unaténia para el álulo de la probabilidad máxima de que una propiedad,expresada en LTL, se satisfaga en un sistema on omponentes no determin-istas y/o probabilístias. Basados en esta ténia, presentaremos una nuevaténia para el álulo de la probabilidad mínima.La ténia se base en reduir el problema de veri�ar la propiedad LTL



1.3. OBJETIVOS 13a un problema de alanzabilidad uantitativo. Para ello la propiedad LTL setransforma en un autómata que desribe la misma propiedad (en términosde o-lenguajes). Este autómata, a su vez, se sinroniza (se intersea) onel modelo bajo estudio (el ual ontiene probabilidades) para obtener unnuevo autómata que sólo ontiene la parte del omportamiento original quesatisfae la propiedad, es deir, sólo ontiene las ejeuiones en las ualesla propiedad LTL es válida. En el autómata resultante de la interseiónse busa un subonjunto de estados espeiales, estos nos garantizan que losonjuntos de ejeuiones que satisfaen la propiedad on probabilidad mayorque 0 neesariamente deben lleguar a algún elemento de estos. Entones elproblema se ha reduido a alular la probabilidad de alanzar elementosen los subonjuntos espeiales, es deir, se ha reduido a un problema dealanzabilidad. En la siguiente �gura vemos un esquema del proeso:
autómata dela fórmulaomposiión della fórmulamodelo ontransformaióna un problemade alanzabilidadálulo enRapture

propiedad LTL

Esta ténia ha sido implementada, en la ual, el problema de alan-zabilidad es resuelto por Rapture, un model heker onoido, que ha sidodesarrollado para resolver este tipo de problemas. Se presentarán los resul-tados obtenidos en distintos asos de prueba.



14 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN1.4. Organizaión de la TesisEl trabajo se enuentra organizado de la siguiente forma:En el apítulo 2 se presentan oneptos básios sobre teoría de autómatas�nitos para lenguajes in�nitos (de�niión, lenguaje, determinismo, repre-sentaión grá�a). Nos enfoamos en autómatas de Buhi y en autómatas deRabin. Además presentamos un algoritmo para generar un autómata de Ra-bin determinístio que aepta el mismo lenguaje que un autómata de Buhino determinístio.En el apítulo 3 se presentan la sintaxis y la semántia de la lógia tempo-ral lineal (LTL). Coneptos básios (lenguje de la fórmula, operadores auxil-iares). En la útima seión del apítulo se presenta un algortimo para generarun automata de Buhi no determinístio que aepte el mismo lenguaje deuna fórmula LTL.En el apítulo 4 se presentan los sistemas no determinístios probabilís-tios (SNP). Los sistemas bajo estudio se modelan a través de un onjuntode SNP puestos en paralelo o sinronizados (que resulta en un nuevo y másgrande SNP). De�nimos el modo de trabajar on probabilidades en ellos.Además presentamos iertas propiedades útiles sobre los estados de los mis-mos.En el apítulo 5 presentamos un método para sinronizar un SNP onuna fórmula LTL. También se explian los algoritmos para el álulo de laprobabilidad máxima y mínima de que la propiedad bajo estudio se satisfaga.En el apítulo 6 se realiza una breve expliaión de la implementaiónrealizada, de su arquitetura y de ómo se utiliza la misma.En el apítulo 7 se presentan los resutados de orrer la herramienta de-sarrollada sobre distintos asos de prueba. La herramienta se probó iniial-mente on asos fáiles para testear el orreto funionamiento y luego onejemplos más interesantes.En en apítulo 8 se presentan nuestras onlusiones y las posibles on-tinuaiones a este trabajo.El trabajo adjunta un CD, on la implementaión del algoritmo que sedesarrolló y la doumentaión del mismo. Además se inluyen las apliaionesneesarias para la realizaión total del proeso.



Capítulo 2Autómatas �nitos paralenguajes in�nitosEn esta seión presentaremos algunos oneptos sobre teoría de autó-matas. Un autómata es un modelo matemátio que representa un dispositivode tamaño �jo, el ual utilizaremos para proesar entradas de tamaño in�ni-to. Estas entradas son generalmente denominadas palabras.Prinipalmente nos onentraremos en autómatas �nitos sobre palabrasde longitud in�nita, también onoidos omo ω-autómatas. Formalmente, unautómata se de�ne omo sigue:De�niión 1. Un autómata �nito es una 5-upla 〈Σ, Q, δ, q0, C〉 tal que:1. Σ es un alfabeto �nito.2. Q un onjunto �nito de estados.3. δ : Q× Σ → 2Q una funión de transiión parial.4. q0 ∈ Q un estado iniial.5. C un riterio de aeptaión.Un autómata de die determinístio si la funión δ es tal que para todo
σ ∈ Σ y para todo q ∈ Q vale que |δ(q, σ) |≤ 1.Notemos que un autómata puede representarse por medio de un grafo,en el ual, las transiiones poseen una etiqueta. En aso de que el autómatasea determinístio, de ada nodo a lo sumo saldrá una transiión por adaelemento de ΣEjemplo 2.
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16CAPÍTULO 2. AUTÓMATAS FINITOS PARA LENGUAJES INFINITOSRepresenta al siguiente autómata:1. Σ = {a, b}2. Q = {s0, s1}3. δ(s0, a) = {s0}

δ(s0, b) = {s0, s1}

δ(s1, b) = {s1}4. q0 = s0Claramente el autómata no es determinístio, pues |δ(s0, b)| = 2.El riterio de aeptaión C aún no lo hemos de�nido ya que este deter-mina la lase de autómata sobre el que estamos trabajando.De�niión 2. Sea v ∈ Σω una palabra in�nita, una ejeuión de v sobre unautómata �nito A = < Σ, Q, δ, q0, C > es un mapeo ρ : N0 → Q tal que:1. ρ(0) = q02. ρ(i+ 1) = q donde q ∈ δ(ρ(i), vi).Una forma simple de representar el mapeo de ρ es mediante palabras de
Qω, donde el i-esimo elemento se asoia a ρ(i). Usaremos la notaión ρi pararepresentar ρ(i).Cabe realar que si el autómata no es determinístio diferentes ejeu-iones pueden orresponder a una misma palabra, y que una ejeuión puedeorresponder a varias palabras, sin importar si el autómata es o no es deter-minístio.De�niión 3. Una palabra v es aeptada por el autómata A = < Σ, Q, δ, q0, C >si existe una ejeuión ρ de v satisfae el riterio de aeptaión C.De�niión 4. El lenguaje del autómata A, L(A) ⊆ Σω, es el onjunto detodas las palabras aeptadas por A.De�niión 5. Diremos que un autómata no determinístio A es determini-zable si existe un autómata determinístio A′ tal que L(A) = L(A′)De�niión 6. Dada una ejeuión ρ sobre el autómata A, inft(ρ) es elonjunto de estados que apareen in�nitamente en ρ. Más formalmente,inft(ρ)= {s : ∀i ≥ 0 : ∃j ≥ i : s = ρ(j)}



2.1. AUTÓMATAS DE BUCHI SOBRE PALABRAS INFINITAS 17Ejemplo 3.
  

A

A

A

A

A

A

A

A

GFED@ABCs0
b

++

a,b

66 GFED@ABCs1

b

TTEn el siguiente autómata, dada la palabra v = bω, una posible ejeuión ρ de
v está dada por ρ = s0s

ω
1 . Pero notemos que ésta no es la únia ejeuiónposible, ya que las ejeuiones de v inluyen a todas las ejeuiones de laforma s+0 sω1 . Para todo ρ′ de esta forma, inft(ρ′) = {s1}. Por último, notemosque otra posible ejeuión de v es la de la forma sω0 , la ual es a su vez laúnia ejeuión de aω.2.1. Autómatas de Buhi sobre palabras in�nitasDe�niión 7. Un autómata de Buhi (AB) sobre palabras in�nitas es unautómata 〈Σ, Q, δ, q0, B〉 en el que el riterio de aeptaión B está de�nidode la siguiente manera:Sea B ⊆ Q el onjunto de estado �nales, la palabra v ∈ Σω es aeptadasi existe una ejeuión ρ de v tal que inft(ρ) ∩B 6= ∅.Ejemplo 4. Tomemos el automáta del ejemplo 1 y de�namos el riterio deaeptaión omo B = {s1}.
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(a+ b)∗(b)ω. Es deir, todas las palabras on una antidad �nitas de a. Note-mos que la palabra v = aω no es aeptada pues la únia ejeuión posible de
v es ρ = sω0 , luego inft(ω) ∩B = ∅.Es importante remarar que el autómata de este último ejemplo no esdeterminizable utilizando el riterio de aeptaion de Buhi. El problema segenera al momento de tratar de apturar, usando transiiones determinísti-as, el heho de que se han onsumido todas las letras a de la palabra, sinsaber previamente uantas a tiene la misma. En ontraposiión a esto, enaso de tener una ota N para la antidad de a, si se podría generar un ABdeterminístio que aepte este lenguaje. A ontinuaión un AB determinís-tio on N = 3.



18CAPÍTULO 2. AUTÓMATAS FINITOS PARA LENGUAJES INFINITOSEjemplo 5. Un AB determinístio que aepta palabras on una antidad dea's menor o igual a 3.
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ll2.2. Autómatas de Buhi generalizadosUna variante de los autómatas de Buhi, son los autómatas de Buhigeneralizados.De�niión 8. Un autómata de Buhi generalizado(ABG) es un autómata
〈Σ, Q, δ, q0, BG〉 donde el riterio de aeptaión BG está de�nido de la si-guiente manera:Sea BG = {B1, B2, ..., Bn}, donde B1, B2, ..., Bn ∈ 2Q. Luego, lapalabra v ∈ Σω es aeptada si existe una ejeuión ρ de v tal queinft(ρ) ∩Bi 6= ∅ para i = 1, ..., n.Si bien el riterio de aeptaión es distinto, el onjunto de todos loslenguajes que se pueden generar es el mismo. Notar que un autómata deBuhi es, en partiular, un autómata de Buhi generalizado donde |BG| = 1.Para obtener un autómata de Buhi a partir de un autómata de Buhi gene-ralizado, el ual aepte el mismo lenguaje, se aplia la siguiente onstruión:Dado un autómata de Buhi generalizado A = 〈Σ, Q, δ, q0, {B1, B2, ..., Bn}〉,de�nimos el autómata de Buhi A′ = 〈Σ, Q×{0, ..., n}, δ′ , q0×{0}, Q×{n}〉.La relaión de transiión δ′ esta onstruida de forma tal que (〈q, x〉, a, 〈q′, y〉) ∈
δ′ si (q, a, q′) ∈ δ y x e y umplen las siguientes reglas:Si q′ ∈ Bi y x = i− 1 entones y = i.Si x = n entones y = 0.De otra forma, x = y.El esquema de prueba para la onstruión es el siguiente: Si v ∈ L(A),luego existe una ejeuión ρ de v tal que inft(ρ) ∩ Bi 6= ∅ para 1 ≤ i ≤ n.Esto implia que existen j1 < · · · < jn tales que ρji ∈ Bi. Por omo estánde�nidas las transiiones podemos demostrar que existe una ejeuuión ρ′de v en A′ tal que ρ′jn es de la forma (q, n) y ρ′jn+1, de la forma (q′, 0)donde q, q′ ∈ Q. Usando este razonamiento y el heho de que siempre existen
jtn+1 < · · · < j(t+1)n tales que ρjtn+i

∈ Bi para t ≥ 0 y 1 ≤ i ≤ n, podemosver que inft(ρ′) ∩ (Q× n) 6= ∅ para alguna ejeuión ρ′ de v en A′.



2.3. AUTÓMATAS DE RABIN DETERMINÍSTICOS 19Si v ∈ L(A′) luego existe una ejeuión ρ′ de v tal que inft(ρ′)∩(Q×n) 6=
∅. Para que la ejeuión pase in�nitas vees por algún estado (q, n) tiene quepasar in�nitas vees por estados (q, i) on 1 ≤ i < n y q ∈ Bi. Usando esteheho y omo están de�nidas las transiiones se puede demostrar que existeuna ejeuión ρ de v en A tal que inft(ρ) ∩Bi 6= ∅ para 1 ≤ i ≤ n.2.3. Autómatas de Rabin determinístiosA ontinuaión presentaremos los autómatas de Rabin. Prinipalmentetrabajaremos on autómatas determinístios.De�niión 9. Un autómata de Rabin determinístio (AR) es un autómatadetermístio 〈Σ, Q, δ, q0, R〉, donde el riterio de aeptaión R está de�nidode la siguiente manera:Sean E0, E1..En, F0, F1..Fn ⊆ Q, luego R = {(E0, F0), .., (En, Fn)}. Lapalabra v ∈ Σω es aeptada si la ejeuión ρ de v es tal que inft(ρ) ⊆ Eie inft(ρ) ∩ Fi 6= ∅ para algún i ∈ {0, 1, .., n}.Luego este riterio informalmente se entiende omo que una ejeuiónserá aeptada si ésta queda en algún momento visitando los estados �buenos�(Ei), pero sin dejar de pasar in�nitamente por alguno de los estados �nee-sarios� (Fi).Notemos que si es ierto que Fi − Ei 6= ∅, ambiar Fi por F ′

i = Fi −
(Fi−Ei), no genera un autómata nuevo on un lenguaje distinto al original.Luego podemos suponer que Fi ⊆ Ei.Notemos también que el riterio de aeptaión de Rabin puede tambiénexpresarse de la siguiente manera:Sean Ec0, Ec1..Ecn, F0, F1..Fn ⊆ Q, luego R′ = {(Ec0, F0), .., (E

c
n, Fn)}. Lapalabra v ∈ Σω es aeptada si la ejeuión ρ de v es tal que inft(ρ) ∩

Eci = ∅ e inft(ρ) ∩Ni 6= ∅ para algún i ∈ {0, 1, .., n}Informalmente el riterio de aeptaión se puede entender omo que unaejeuión será aeptada si en algún momento deja de visitar los estados �ma-los� (Eci ) pero siempre pasa por alguno de los estados �neesarios� (Fi).Ejemplo 6. Dado el siguiente autómata de Rabin:1. Σ = {a, b}2. Q = {s0, s1}3. δ = {(s0, a, s0), (s0, b, s1), (s1, b, s1), (s1, a, s0)}



20CAPÍTULO 2. AUTÓMATAS FINITOS PARA LENGUAJES INFINITOS4. q0 = s05. R = {({s1}, {s1})}
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kkNotemos que este autómata, al igual que el ejemplo 3, solo aepta palabrasdel lenguaje (a + b)∗bω, pero on la variante de que este autómata sí esdeterminístio.2.4. Transformaión de AB a ARComo hemos visto en los ejemplos anteriores existen autómatas de Buhique no son determinizables. Pero también hemos visto, en el último ejemplo,que un lenguajes no determinizable generado por un AB puede ser generadopor AR determinístio.En esta seión presentaremos una transformaión para onstruir un ARdeterminístio que aepta el mismo lenguaje que un AB no determinístio.Esta transformaión se debe a Safra [Saf89℄, aunque nosotros presentaremosla variaión dada en [L®d05℄. En esenia son la misma tranformaión, perola segunda esta de�nida de una forma más simple de entender.La idea detrás de la onstruión de Safra es llevar un registro de todoslos posibles pre�jos de ejeuiones que se generan en el autómata de Buhi,a medida que se onsumen los elementos de Σ. Pero esta informaión esguardada de tal forma que es posible distinguir segmentos de la ejeuiónque sí o sí pasan por estados de B del AB.Con esto en mente, los nodos del autómatas de Rabin estarán ompuestospor arboles de Safra. A ontinuaión una de�niión formal de ellos.De�niión 10. Un árbol de Safra sobre un onjunto �nito no vaio Q (|Q| =

n) es un árbol ordenado �nito 〈N,h,<, et,m〉, donde:1. N ⊆ {1, 2, ..., 2n}, un onjunto de nodos identi�ados on elementosde {1, 2, ..., 2n}.2. h : N → 2N una funión de desendenia, i.e. h(n) son los hijos de n.3. < ⊆ N×N , una relaión de orden que está de�nida para n1, n2 ∈ h(n)para todo n ∈ N . (n1, n2) nos die que n1 es más joven que n2.



2.4. TRANSFORMACIÓN DE AB A AR 214. m : N → {True,False}, una funión que mara o desmara los nodos.Diremos que el nodo n está marado si m(n) = True, si no diremosque está desmarado.5. et : N → 2Q−{∅}, una funión que etiqueta los nodos on elemetos de
2Q − {∅} y umple on las siguientes propiedades:a) et(n) ⊇

⋃
n′∈h(n) et(n

′), i.e. la etiqueta de todo nodo inluye a launión de las etiquetas de sus hijos.b) et(n1) ∩ et(n2) = ∅ para todo n1, n2 ∈ h(n) tal que n1 6= n2, i.edos nodos on el mismo padre poseen etiquetas disjuntas.Luego, la transformaión de Safra es la siguiente:Dado un AB,A = 〈Σ, Q, q0, δ, B〉, de�niremos el AR,A′ = 〈Σ, Q′, q′0, δ
′, R〉de la siguiente forma:

Q′ = El onjunto de todos los arboles de Safra sobre Q.
q′0 = El arbol de Safra que onsiste del nodo 1, etiquetado on {q0}.Los elementos de la relaión de transiión (q′, a, p′) ∈ δ′ están de�nidosde forma tal que q′ ∈ Q′, a ∈ Σ y p′ es el resultado de realizar lossiguientes pasos:1. p′ := q′2. Desmarar todos los nodos marados de p′3. Para todo nodo de p′ on etiqueta S tal que S ∩B 6= ∅, rear unhijo on label S∩B y nombrarlo on un elemento de {1, 2, ..., 2n}que no se esté utilizando. En aso de tener hermanos, este será elmás joven de ellos,4. Remplazar toda etiqueta S de ada nodo del arbol p′ por ⋃

q∈S δ(q, a).5. Para todo par de nodos de p′ on el mismo padre tal que q ∈ Qperteneza a las etiquetas de ambos, eliminar, del hijo más joveny de todos sus desendientes, el elemento q.6. Eliminar todos los nodos on etiquetas vaias.7. Para todo nodo de p′, el ual posea una etiqueta que es igual ala unión de las etiquetas de sus hijos, eliminar todos los desen-dientes del nodo y mararlo.El riterio de aeptaión de R = {(E1, F1), ..., (E2n, F2n)} esta de�nidopara i ∈ {1, ..., 2n} por:
Ei = Conj. de todos los arboles de Safra que ontengan el nodo i.
Fi = Conj. de todos los arboles de Safra on el nodo i marado.



22CAPÍTULO 2. AUTÓMATAS FINITOS PARA LENGUAJES INFINITOSDemostremos que la tranformaión es orreta. Para realizar esto primeroenuniaremos dos lemas auxiliares.Lema 1. Un arbol de Safra sobre un onjunto Q on |Q| = n tiene a lo sumo
n nodos.Lema 2 (Lema de K®nig). Todo arbol on in�nitos nodos, los ualesontienen una antidad �nita de hijos, ontiene un amino in�nito.Teorema 1. Dado un autómata de Buhi, A = 〈Sigma,Q, q0, δ, B〉, el autó-mata de Rabin A′ = 〈Σ, Q′, q′0, δ

′, R〉 generado mediante la transformaiónde Safra desde A genera el mismo lenguaje.Demostraión. L(A) ⊆ L(A′) : Sea v ∈ L(A) y sea ρ una ejeuión de vsobre el autómata A que umple on el riterio de aeptaión. Veamos omose omporta la ejeuión de v en el autómata A′. Supongamos ρ′ la ejeuiónde v sobre A′. Luego ρ′ es una suesión de arboles de Safra, notemos quelas raíes de estos nuna van a ser eliminadas, ya que la raíz del arbol ρ′iontendrá al menos el elemento ρi (paso 4). Si la raíz es marada in�nitavees, luego la palabra es aeptada. Si esto no es así, sea j tal que ρ′j es laúltima vez que la raíz es marada. Como ρ es una ejeuión de una palabraaeptada, podemos tomar el menor k ≥ j tal que ρk ∈ F . Luego al momentode rear el nodo ρ′k+1 este tendrá un nuevo hijo on al menos el elemento
ρk (paso 3). Este luego será remplazado por ρk+1 (paso 4). Realizando unrazonamiento similar al usado para demostrar que las raíes no son borradasy el heho que la raíz no es vuelta a marar, podemos demostrar que estenodo tampoo será eliminado. Si este nodo es marado in�nitamente luegola palabra es aeptada. En aso de que no, podemos repetir el razonamientoy demostrar que este nodo tendrá un hijo que nuna es borrado. Notemosque por el lema 1, la profundidad de los arboles de Safra esta aotada porel ardinal del onjunto sobre el ual se genera, luego esto nos asegura queenontraremos un nodo que es marado in�nitamente y nuna es removido.

L(A′) ⊆ L(A) : Sea v ∈ L(A′) y sea ρ′ una ejeuión de v sobre elautómata A′. Luego existe un nodo t en todos los arboles de ρ′ tal que apartir de un punto, éste siempre aparee y es marado una antidad in�nitade vees. Sea x la posiión tal que el nodo (arbol) t aparee en ρ′y para todo
y ≥ x. Ahora de�namos i1, i2, ... ≥ x las posiiones donde t es marado y
Q1, Q2, ... las etiquetas del nodo en esas posiiónes. Además de�namos i0 = 0y Q0 = {q0}. Por la de�niión de δ′, para todo j ∈ N y q ∈ Qj+1 existeun p ∈ Qj tal que p →δ q onsumiendo la subpalabra v[ij ,ij+1) y pasa poral menos por un estado de F . Ahora de�namos un arbol on los nodos dela forma (q, j) donde q ∈ Qj y j ∈ N . Los padres del nodo (q, j + 1) esualquier nodo (p, j) tal que p →δ q onsumiendo la subpalabra v[ij ,ij+1).Esto nos de�ne de forma orreta un arbol on in�nitos nodos. Como todo



2.4. TRANSFORMACIÓN DE AB A AR 23nodo tiene a lo sumo n hijos, existe un amino in�nito en el arbol por ellema de K®nig. Luego, la onstruión de este arbol demuestra que existeuna ejeuión ρ de v que pasa in�nitamento por los estados �nales.Ejemplo 7. Apliaión de la transformaión de Safra al autómata del ejem-plo 4. Representaremos los nodos on onjuntos y su nombre estará indiadoen el superindie. El simbolo ! representará que el nodo está marado.
q′0 = {q0}

1Luego de realizar la transformaión δ′ queda de�nida omo:
δ′(q′0, a) = q′0 = {q0}

1

δ′(q′0, b) = q′1 = {q0, q1}
1

δ′(q′1, a) = q′0 = {q0}
1

δ′(q′1, b) = q′2 = {s0, s1}
1

��

{s1}
2

δ′(q′2, a) = q′0 = {q0}
1

δ′(q′2, b) = q′3 = {s0, s1}
1

��

{s1}
2!

δ′(q′3, a) = q′0 = {q0}
1

δ′(q′3, b) = q′3 = {s0, s1}
1

��

{s1}
2!El únio nodo marado es el 2 en q′3 y éste nodo no aparae en q′0 y q′1.Luego el riterio de aeptaión es R ={({q′2, q′3}, {q′3})}.Realiemos a ontinuaión en detalle los pasos para de�nir δ′(q′2, a) y

δ′(q′2, b) por ser éstos los más interesantes. (nota: uando haya más de unpaso representado en un solo grá�o, el paso que produe los ambios es elprimero.)



24CAPÍTULO 2. AUTÓMATAS FINITOS PARA LENGUAJES INFINITOSEmpeemos on δ′(q′2, a):Paso 1 y 2: Paso 3: Pasos 4 y 5: Pasos 6 y 7:
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Ahora veamos en detalle δ′(q′2, b):Pasos 1 y 2: Pasos 3 y 4: Paso 5:
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Capítulo 3LTL y su relaión on losautómatas de BuhiEn esta seión presentaremos oneptos sobre lógia temporal lineal(LTL). LTL se utiliza para espei�ar propiedades sobre sistemas reativos,en la ual el tiempo se interpreta en una forma disreta y se evaluan proposi-iones lógias sobre los estados del sistema.La lógia temporal, a diferenia de la lógia proposiional, utiliza operadoresmodales.Los elementos básios de las fórmulas LTL son las proposiiones atómias,es deir delaraiones que no pueden ser subdivididas. Por ejemplo: x esmenor que 100, 2 igual 3, llueve. Al onjunto de proposiiones atómias onel que trabajamos lo delararemos AP.Notemos que las proposiiones se haen verdaderas y falsas dependiendodel estado en el que se enuentre el sistema. Por ejemplo, "la maquina es-tá sirviendo afe" es una proposiión atómia que será verdadera uando elsistema este sirviendo afe y será falsa uando no lo este haiendo. Notemostambién que las proposiiones atómias serán la base on la que expresare-mos las propiedades a veri�ar sobre el sistema.Entre los operadores modales, que utiliza LTL, podemos enontrar porejemplo: G ,F . Estos se utilizan para expresar propiedades a través del tiem-po. El operador G se utiliza para espei�ar propiedades que se umplensiempre a lo largo del tiempo, mientras que el operador F se utiliza paraespei�ar propiedades que en el futuro valdrán. Por ejemplo �F llueve� esierto pues sabemos que en algún momento en el futuro lloverá y �G llueve�es falso pues no siempre llueve. Estos operadores también pueden utilizarseen forma ombinada para expresar propiedades más rias, por ejemplo �G (Fllueve)� expresa la propiedad de que no importa en que momento en el futuronos enontremos siempre sabremos que existe un momento más adelante enel que lloverá. 25



26CAPÍTULO 3. LTL Y SU RELACIÓN CON LOS AUTÓMATAS DE BUCHIEn este apítulo de�niremos la sintaxis de las fórmulas LTL y su semán-tia, de�niremos operadores auxiliares para simpli�ar la notaión y porúltimo presentaremos un algoritmo para generar un AB determinístio apartir de una fórmula LTL ψ. Este autómata tendrá omo alfabeto asoiado
Σ = 2AP y la palabra ρ ∈ Σω representará que el momento i-esimo en elsistema son validadas los proposiiones de ρi. El lenguaje de este autómataserá el onjunto de palabras que satisfaen la propiedad ψ.3.1. Sintaxis de LTLDe�nimos el onjunto de fórmulas de LTL de la siguiente manera:De�niión 11. Dado un onjunto de proposiiones atómias AP , las fór-mulas LTL satisfaen las siguientes reglas:1. p es una fórmula para todo p ∈ AP .2. Si φ es una fórmula, luego ¬φ y X φ son fórmulas.3. Si φ y ψ son fórmulas, luego φ ∨ ψ y φ U ψ son fórmulas.Cualquier otra osa no es fórmula.LTL extiende la lógia proposiional on los operadores temporales X(llamado neXt) y U (llamado Until). El signi�ado intuitivo de estos es elsiguiente:X φ es ierto en este momento, si en el siguiente momento φ lo es.

φ U ψ es ierto en este momento, si φ es ierto desde este momentohasta el momento previo en el que vale ψ3.2. Semántia de LTLDe�niión 12. Dado un onjunto de proposiiones atómias AP, un amino
ρ será una seuenia in�nita de elementos de 2AP , es deir ρ = ρ0ρ1ρ2...donde ρi ∈ 2AP i = 0, 1, 2, ....Intuitivamente, los aminos representan el onjunto de proposiionesatómias que son verdaderas en el sistema, en ada momento, a lo largodel tiempo. ρi denota el elemento i-esimo del amino y el primer elemen-to del amino es ρ0. (ρ, i) es el su�jo i-esimo de ρ, es deir (ρ0ρ1 · · · , i) =
ρiρi+1ρi+2 · · ·Ahora de�niremos la semántia de las fórmulas LTL omo una relaiónde satisfaión entre un amino ρ y una fórmula φ. Usaremos el operador



3.3. OPERADORES TEMPORALES AUXILIARES 27
|= para expresar esta relaión. Luego ρ |= φ será equivalente a deir que lafórmula φ es válida en el amino ρ. Más formalmente:De�niión 13. Sea p ∈ AP, ρ un amino y φ,ψ fórmulas LTL. La relaiónde satisfaión |= esta de�nida por:1. (ρ, i) |= p sii p ∈ ρi2. (ρ, i) |= ¬φ sii no se satisfae (ρ, i) |= φ3. (ρ, i) |= φ ∨ ψ sii se satisfae (ρ, i) |= φ ó (ρ, i) |= ψ4. (ρ, i) |= X φ sii se satisfae (ρ, i+ 1) |= φ5. (ρ, i) |= φ U ψ sii ∃j ≥ i : (ρ, j) |= ψ ∧ ∀k : i ≤ k < j : (ρ, k) |= φDe�niremos omo el lenguaje de la fórmula φ al onjunto:

L(φ) = {ρ ∈ (2AP )ω | (ρ, 0) |= φ}.Ejemplo 8. Dado φ = X p on p ∈ AP , el L(φ) = {ρ ∈ (2AP )ω | p ∈ ρ1}.3.3. Operadores temporales auxiliaresPara failitar la espei�aión de propiedades relevantes, introduiremosnuevos operadores modales. Estos operadores están de�nidos en terminos delos operadores ya presentados, por esta razón no agregarán expresividad allenguaje de las fórmulas LTL. Los nuevos operadores son F (Finally), G(Globally) y R (Release) y están de�nidos de la siguiente manera:F φ ≡ True U φG φ ≡ ¬F ¬φ

φ R ψ ≡ ¬(¬φ U ¬ψ)Con F φ estamos expresando que en algún momento en el futuro laproposiión φ será valida, i.e. Finalmente valdrá φ. Con G φ estamos ex-presando que en ningún momento en el futuro vale ¬φ, lo que es equivalentea deir que en todo momento vale φ, i.e. Globalmente vale φ. Por último, eloperador R , el ual es el operador lógio dual del U . Este requiere que laproposiión ψ sea válida hasta que el mismo momento el en que ourra φ,pero sin exigir que en algún momento sea válida φ.



28CAPÍTULO 3. LTL Y SU RELACIÓN CON LOS AUTÓMATAS DE BUCHI3.4. Transformaión de una fórmula LTL a un autó-mata de BuhiEn esta seión presentaremos el algoritmo para generar un autómata deBuhi que aepta el mismo legunaje de una fórmula LTL. Este fue presenta-do por Gerth, Peled, Vardi y Wolper.El algoritmo se divide en 4 partes:1. La fórmula LTL es llevada a su forma normal negativa2. Se genera un grafo auxiliar G a partir de la fórmula LTL.3. A partir de G se genera un autómata de Buhi generalizado BG.4. Se genera a partir de BG el autómata de Buhi.En la forma normal negativa la fórmula LTL solo utiliza operadores bási-os y la negaión esta apliada solo a las proposiiones atómias. Para realizaresta normalizaión, remplazamos los operadores auxliares (G ,F , R ) por sude�niión, por ejemplo: F ψ es remplazado por True U ψ. Para lograr negarsólo las proposiiones atómias utilizamos las siguientes igualdades:
¬(φ U ψ) = (¬φ) R (¬ψ).
¬(φ R ψ) = (¬φ) U (¬ψ).
¬(X ψ) = X (¬ψ).Para la generaión del grafo auxiliar utilizaremos la funión rearGrafo().A ontinuaión expliaremos en detalle el algoritmo que utiliza:La estrutura básia que usa el algoritmo se llama nodo. Los nodos delgrafo serán representados por el onjunto de nodos. Un nodo n ontiene lasiguiente informaión:nodo = [IN : id_Nodo;Entrantes : onjunto id_Nodo;Proesadas, Siguientes: onjunto FórmulaLTL;℄IN es el identi�ador del nodo.Entrantes es un onjunto on los nodos predeesores. Cada nodo n′ delonjunto representa una arista desde n′ a n.Proesadas, Siguientes: Cada una de estos onjuntos esta formado porsubfórmulas de la fórmula de la ual estamos onstruyendo el grafo. La ons-truión de éstos se realiza de tal forma que los posibles pre�jos de seueniasde estados que alanen el nodo, satisfaen todas las fórmulas de Proesadas



3.4. TRANSFORMACIÓNDE UNA FÓRMULA LTL A UNAUTÓMATA DE BUCHI29y el siguiente nodo alanzable es de tal forma que satisfae todas las fórmulasde Siguientes.A ontinuaión utilizaremos un pseudo-odigo para expliar el algoritmo.En él algoritmo utilizaremos la variable global nodos, en la ual guardaremosel onjunto de nodos generados. También utilizaremos la funión gen_id()la ual genera un identi�ador nuevo para ada nodo. La funión prinipal,omo ya fue menionado, será rearGrafo() la ual toma omo parametrouna fórmula LTL. El núleo de la funión prinipal será la funión reursiva:expand(ent: lista identi�adorDelNodo,pro, nuevas, sig : lista Fórmula)la ual tiene omo parametros los datos neesarios para rear un nuevonodo, i.e. los nodos Entrantes y los onjuntos Proesadas, Siguientes del no-do a rear. Además toma un terer onjunto, Nuevas, este es el onjunto delas fórmulas que aún no han sido proesadas. Esta funión será la enargadade rear los nodos siguientes a los nodos listados en la variables ent.La funión rearGrafo() iniializa el onjunto de nodos a vaio. Luegoutiliza un nodo espeial init, este será el nodo iniial y se agrega al onjuntode nodos al �nalizar la funión expand().funion rearGrafo(φ : formulaLTL){nodos := ∅expand({init}, ∅, { φ },∅);nodos := nodes ∪ init} El llamado a expand(), empezará a generar los nodos siguientes a init. Elpsudo-odigo de expand() es el siguiente:funion expand(ent, pro, nuevas, sig) {if (nuevas = ∅) {if( ∃n ∈ Nodos : n.Proesadas = pro & n.Siguientes = sig) {n.entrantes := n.entrantes ∪ ent;return;} else {new node nn;nn.IN := gen_ID();nn.Proesadas := pro;nn.Siguiente := sig;nodos := nodos ∪ {nn};expand({nn.IN}, ∅, nn.Siguintes, ∅);}



30CAPÍTULO 3. LTL Y SU RELACIÓN CON LOS AUTÓMATAS DE BUCHI} else {expand_form(ent, pro, nuevas, sig);}} Si el onjunto nuevas es vaio es el momento de generar un nuevo nodo,el algoritmo veri�a si el este ya existe, si es el aso, atualiza los nodosentrantes, aso ontrario rea un nuevo nodo y ontinua generando los nodossiguientes a éste, por esta razón realiza un nuevo expand(). Notemos quepara realizar el nuevo expand() toma omo onjunto de fórmulas nuevas elonjunto de fórmulas siguientes, lo ual re�eja el heho de que los nodossiguientes al último reado deben satisfaer las fórmulas que este requiereque sus suesores umplan.Otra osa interesante para remarar es que el algoritmo utiliza los on-juntos Proesadas y Siguientes para veri�ar la existenia del nodo y no suidenti�ador IN. Esto se debe a que lo que realmente identi�a a un nodoson estos onjuntos, la variable IN se utiliza simplemente para representar deforma simple el onjunto de predeesores. En aso de que el nodo exista nose realiza un expand porque este ya fue realizado al momento de rear el nodo.funion expand_form(ent, pro, nuevas, sig) {Sea η ∈ nuevas;nuevas := nuevas − {η};if (η ∈ pro) {expand(ent, pro, nuevas, sig);}else{if(η ∈ AP){expand_prop(η, ent, pro, nuevas, sig);}else if(η = µ ∨ ψ) {expand_Or(η, µ, ψ, ent, pro, nuevas, sig);}else if(η = µ ∧ ψ) {expand_And(η, µ, ψ, ent, pro, nuevas, sig);}else if(η = X µ){expand_Next(η, µ, ent, pro, nuevas, sig);}else if(η = µ U ψ){expand_Until(η, µ, ψ, ent, pro, nuevas, sig);}else if(η = µ R ψ){expand_Release(η, µ, ψ, ent, pro, nuevas, sig);}}}



3.4. TRANSFORMACIÓNDE UNA FÓRMULA LTL A UNAUTÓMATA DE BUCHI31En la funión expand_form si la fórmula η está en pro, signi�a que éstaya fue proesada, por esta razón se vuelve a empezar la expansión, pero sinla fórmula η en nuevas. Esto puede ourrir ya que una misma proposiiónatómia puede ourrir varias vees en una misma fórmula. En aso de queno sea ese el aso, realizamos diferentes tipos de expansiones en funión dela forma de la fórmula. Las expansiones son las siguientes:funion expand_prop(η, ent, pro, nuevas, sig){if((η = False) ∨ ((¬η) ∈ pro)) {return;}else{pro := pro ∪ {η};expand(ent, pro, nuevas, sig));}} La funión expand_prop() veri�a si la proposiión η no genera ino-herenias on las fórmulas proesadas, si es asi, ésta se desarta. En aso deque no sea así, la fórmula η es agregada al onjunto de las fórmulas proe-sadas y ontinuamos la expansión. Notemos que on inluir η al onjunto defórmulas proesadas el algoritmo re�eja el heho de que el nodo nuevo quese va a rear satisfae esta proposiión atómia./* η = µ ∨ ψ */funion expand_Or(η, µ, ψ, ent, pro, nuevas, sig){pro' := pro ∪ {η} ;nuevas' := nuevas ∪ {µ};expand(ent, pro', nuevas', sig);nuevas' := nuevas ∪ {ψ};expand(ent, pro', nuevas', sig);}Si reordamos la de�niión formal de la semántia de la disyunión, ésta dieque debe existir un amino que satisfaga una de las dos fórmulas. Esto estare�ejado on los dos llamados a la funión expand(), notemos que ambasllamadas a expand() tienen el mismo onjunto de nodos entrantes y que elonjunto nuevas es ambiados para re�ejar que en los nuevos nodos a reardeben satisfaer ada uno, una de las fórmulas que omponen la disyunión./* η = µ ∧ ψ */



32CAPÍTULO 3. LTL Y SU RELACIÓN CON LOS AUTÓMATAS DE BUCHIfunion expand_And(η, µ, ψ, ent, pro, nuevas, sig){pro' := pro ∪ {η};nuevas' := nuevas ∪ {µ,ψ};expand(ent, pro', nuevas', sig);}El aso de expand_And() es muho más senillo, ya que si el nuevo nodo debesatisfaer la onjunión de dos fórmulas es equivalente a pedir que las dosfórmulas sean validos. Luego el algoritmo solo agrega este par de fórmulas alonjunto de fórmulas nuevas y vuelve a empezar las expansión./* η = X µ */funion expand_Next(η, µ, ent, pro, nuevas, sig) {pro' := pro ∪ {η};sig' := sig ∪{µ};expand(ent, pro', nuevas, sig');} Notemos que en aso de tener un X µ, el algoritmo tiene que asegurarsede que los nodos siguientes al que estamos reando satisfagan µ, notenemosque esto se logra on inluir µ en el onjunto sig' ya que este será el onjuntode fórmulas que deberán satisfaer los nodos siguientes. Esto se re�eja onlaridad en el llamado a la funión expand() que se realiza dentro de lafunión expand(). (Los problemas de usar la reursividad :D)/* η = µ U ψ */funion expand_Until(η, µ, ψ, ent, pro, nuevas, sig){pro' := pro ∪ {η};nuevas':= nuevas ∪ {µ};sig' := sig ∪ {η};expand(ent, pro', nuevas', sig');pro' := pro ∪ {η};nuevas':= nuevas ∪ {ψ};sig' := sig;expand(ent, pro', nuevas', sig');} El ódigo de esta funión se debe a que µ U ψ ≡ ψ ∨ (µ ∧ X (µ U ψ)),luego si se debe rear un estado que satisfaga µ U ψ es equivalente a reardos estados donde uno satisfae ψ y el otro satisfae (µ∧X (µ U ψ)). En esteúltimo tenemos en uenta lo realizado en la funión expand_Next().



3.4. TRANSFORMACIÓNDE UNA FÓRMULA LTL A UNAUTÓMATA DE BUCHI33/* η = µ R ψ */funion expand_Release(η, µ, ψ, ent, pro, nuevas, sig){pro' := pro ∪ {η};nuevas':= nuevas ∪ {µ, ψ};sig' := sig ∪ {η};expand(ent, pro', nuevas', sig');pro' := pro ∪ {η};nuevas':= nuevas ∪ {ψ};sig' := sig;expand(ent, pro', nuevas', sig');} El ódigo de expand_Release() es similar al de expand_Until(), esto sedebe a que µ R ψ ≡ ψ∧(µ∨(X (µ R ψ))), distribuyendo el ∧ on el ∨ obten-emos (ψ ∧ µ) ∨ (ψ ∧ (X (µ R ψ))).Luego de que se termina de onstruir el grafo, el autómata de Buhigeneralizado se obtiene de la siguiente forma:El alfabeto es Σ = 2AP . Donde dados σ ∈ Σ y p ∈ AP , p ≡ True si ysolo si p ∈ σ.El onjunto de nodos Q esta ompuesto por los elementos del onjuntonodos generado por el algoritmo.
(n, σ,m) ∈ δ si y solo si n ∈ m.Entrantes y σ satisfae la onjuniónde las proposiiones negadas y no negadas de m.Proesadas.El estado iniial es q0 = init. No hay nodos que lleguen a éste.Los onjuntos de estados de aeptaión BG son generados de la si-guiente forma: por ada subfórmulas de la forma µ U ψ generamos unonjunto Bi que está ompuesto por todos los nodos n tal que satisfa-en ψ ∈ n.Proesadas ó (µ U ψ) 6∈ n.Proesadas.Por último lo únio que falta es transformar el autómata de Buhi gene-ralizado en un autómata de Buhi, para esto utilizamos la transformaiónpresentada en la seión de autómatas de Buhi generalizados.
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Capítulo 4Sistemas no determinístiosprobabilístiosLos sistemas reativos pueden ser modelados por un sistema no deter-minístio probabilístio (SNP). Los SNP son similarares a los proesos dedeisión de Markov on una antidad �nita de estados. Para ada estado delpreeso de deisión de Markov se puede elegir, de forma no determinístia,una aión de un onjunto de aiones y el siguiente estado es elegido deter-minístiamente, mediante una distribuión de probabilidades asoiada a laaión elegida.En este apítulo de�niremos formalmente un SNP y las probabilidadesmáximas y mínimas de un onjunto de ejeuiones sobre estos. Demostraremostambién propiedades de algunos subonjuntos espeiales del SNP, éstas seránútiles para el álulo de las probabilidades ya menionadas.Un SNP se de�ne formalmente de la siguiente forma:De�niión 14 (SNP). Un SNP es una 6-upla 〈AP,S,Accs, k, p, sin〉 talque:1. AP es un onjunto de proposiiones atómias.2. S es un onjunto �nito de estados. Todo estado s ∈ S le asigna unvalor de verdad s[x] a todo proposiión x ∈ AP .3. As es onjunto de aiones que puede realizar el sistema.4. k : S → 2Accs−{∅} una funión que le asigna a ada estado el onjuntode aiones que puede realizar.5. p : S × Accs × S → [0, 1], es una funión tal que para todo s ∈ Sy para todo a ∈ k(s), p(s, a, ·) es una distribuión de probabilidades.Dado t ∈ S, el valor p(s, a, t) da la probabilidad de pasar al estado t35



36CAPÍTULO 4. SISTEMAS NODETERMINÍSTICOS PROBABILÍSTICOSdado que se realiza la aión a mientras el sistema estaba en el estado
s.6. sin es el estado iniial.Dado que p es una funión de probabilidad debe satisfaer que para todo

s ∈ S y a ∈ k(s) se umple ∑
t∈S p(s, a, t) = 1.Dado un estado s ∈ S, el suesor de s es elegido en dos pasos: primero,una aión a ∈ k(s) es elegida de forma no determinístia; segundo, el estadosuesor t ∈ S es elegido de auerdo a la probabilidad p(s, a, t). Una vez que elsistema se enuentra en el estado t, este proedimiento se repite para realizaruna nueva transiión al estado t′. Este proeso se repite una antidad in�nitade vees y genera una ejeuión del sistema.De�niión 15 (Ejeuión). Una ejeuión de un SNP Π es una seueniain�nita de ω : s0s1s2 · · · tal que para todo si ∈ S, existe ai ∈ k(si) tal que

p(si, ai, si+1) > 0 para todo i ≥ 0.De�niión 16. Dado s ∈ S, a ∈ Accs, de�nimos los estados siguientes de son respeto a la aión a omo Sigs(s, a) = {s′ | p(s, a, s′) > 0}
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Figura 4.1: Sistema No determinístio Probabilístio



4.1. PROBABILIDADES EN UN SNP 37Ejemplo 9. En la �gura 4.1 podemos ver un SNP representado medianteun grá�o. El onjunto de proposiiones átomias es AP = {x, y, z}, el on-junto de estados es S = {s0, · · · , s6} y el onjunto de aiones es Accs =
{A,B,C,D}. Además se puede ver que k(s0) = {A,B} y k(s5) = {B}. Tam-bién se puede ver que p(s0, a, s1) = 0,1, p(s0, a, s3) = 0,6, p(s0, a, s4) = 0,3.Entre las ejeuiones del SNP podemos enontrar: (s0s2)

ω, s0(s4s6s3)ω,
s0(s3s6)

ω, s0sω1 .4.1. Probabilidades en un SNPEl espaio muestral sobre el ual trabajaremos serán las ejeuiones deun SNP. Para haer esto debemos primero de�nir una estrutura sobre estasque esté ompuesta por elementos medibles. Esta estrutura es un álgebra,llamada σ-algebra de Borel de onjuntos de seuenias, y sus elementos sononjuntos a los uales son posibles asignar una probabilidad.[JKK66℄Notemos que a ada estado s ∈ S podemos asoiar un onjunto:
Ωs = {s0s1s2 · · · | s = s0 ∧ ∀n ∈ N : ∃a ∈ k(sn) : p(sn, a, sn+1) > 0}Luego, dada una seuenia �nita de estados σ = σ0 · · · σn se de�ne omoilindro básio induido por σ al onjunto:

σ↑ = {ρ ∈ Ωs | ρ0 = s0 ∧ · · · ∧ ρn = sn}Denotamos on Bs a la σ-algebra generado por todos los ilindros bási-os, i.e. Bs ⊆ 2Ωs es el menor onjunto onteniendo a los ilindros básiosque es errado por omplemento y unión numerables. Luego, los elementossobre los uales mediremos una probabilidad perteneerán al onjunto Bs.Debido a la presenia del no determinismo, al momento de elegir las a-iones, en los SNP no es posible de�nir una únia funión de probabilidadsobre los elementos de la σ-algebra de Borel Bs. A pesar de esto, para a-da onjunto de seuenia ∆ ∈ Bs, podemos de�nir la probabilidad máxima
µ+(∆) y la probabilidad mínima µ−(∆). Intuitivamente, µ+(∆) representala probabilidad de que el sistema siga una seuenia en ∆, remplazando el nodeterminismo por una eleión arbitraria de las aiones tal que maximieeste valor. µ−(∆) es análogo on respeto a la mínimizaión. Para formalizaresta idea se utiliza el onepto de estrategia, la ual determina la probabilidadon la ual se eligen las aiones en un estado en partiular.De�niión 17 (Estrategia). Una estrategia η es un onjunto de fun-iones de probabilidades ondiionales Qη(a | s0s1 · · · sn) donde n ∈ N ,
s0, s1, · · · , sn ∈ S y a ∈ k(sn), tal que Σa∈k(sn)Qη(a | s0s1 · · · sn) = 1.



38CAPÍTULO 4. SISTEMAS NODETERMINÍSTICOS PROBABILÍSTICOSCuando un sistema se omporta de auerdo a una estrategia η y desde elestado s = s0 ∈ S se alanza el estado sn ∈ S, siguiendo la seuenia s0 · · · sn,se elige la próxima aión a ∈ k(sn) on una probabilidad Qη(a | s0 · · · sn).Luego, la probabilidad de que el siguiente estado de la seuenia s0 · · · sn sea
t ∈ S es igual a:

Prηs(t | s0 · · · sn) =
∑

a∈k(sn)Qη(a | s0 · · · sn)p(sn, a, t).Ahora podemos asoiar a ada seuenia �nita s0 · · · sn iniiada en s =
s0 de Ωs la probabilidad Prηs(s0 · · · sn) =

∏n−1
i=0 Prηs(si+1 | s0 · · · si). Estaprobabilidad para seuenias �nitas genera una únia funión de probabilidad

µs,η en Bs tal que µs,η(ρ↑) = Prηs(ρ) para todo ilindro básio ρ↑.Notemos que sería muho más simple que la funión de probabilidadon la ual se elige la siguiente aión no dependiera de toda la seueniade estados reorrida y dependiera solamente del estado atual en la que seenuentra. Si bien esto es ierto, también es ierto que la de�niión que uti-lizamos ontempla este aso, y además nos permite una mayor expresividadal momento de de�nir la estrategia, pues podemos elegir aiones en funiónde lo que ya pasó, por ejemplo, supongamos que quisieramos modelar unsistema que sólo pasa una vez por el estado sj , luego, la probabilidad ondi-ional de elegir una aión que me permita pasar por sj dada una seueniaque esta onpuesta por el estado sj será 0.Ejemplo 10. Tomemos SNP de la �gura 4.1 y supongamos que la estrategia
η esta ompuesta por funiones de probabilidad ondiional tales que:

Pr(A | s0) = 0,5 Pr(B | s0) = 0,5 Pr(D | s0s2) = 0 Pr(A | s0s2) = 1luego la probabilidad de s0s1 es:
Qη(A | s0) ∗ p(s0, A, s1) = 0,5 ∗ 0,1 = 0,05la probabilidad de s0s2s5 es:
Pr

η
s0(s0s2s5) = Pr

η
s0(s2 | s0)Pr

η
s0(s5 | s0s2) = (0, 5 ∗ 0, 5) ∗ (1 ∗ 0,3) = 0,55y la probabilidad de s0s3 es:

Pr
η
s0(s0s3) = Qη(A | s0) ∗ p(s0, A, s3) +Qη(B | s0) ∗ p(s0, B, s3) = 0,55Utilizando la de�niión de µs,η podemos de�nir la probabilidad máximay mínima omo sigue:De�niión 18. La probabilidad máxima µ+

s (∆) y la probabilidad mínima
µ−s (∆) de un onjunto de seuenias ∆ ∈ Bs están de�nidas por:

µ+
s (∆) = supη µs,η(∆) µ−s (∆) = infη µs,η(∆)Luego, µ−s (∆) y µ+

s (∆) representan la probabilidad de que el sistemasiga una evoluión en ∆ uando las deisiones no deterministias son tandesfavorable o favorables omo sea posible.



4.2. CONJUNTOS ESTABLES 39Ejemplo 11. Notemos en la �gura 4.1, que la probabilidad de la ejeuión
s0s

ω
1 es igual a la probabilidad del ilindro básio induido por s0s↑1. Estose debe a que una vez que la ejeuión llega a s1, on probabilidad 1 elegirásiempre s1 omo el siguiente estado a transiionar. Calulemos ahora la pro-babilidad máxima y mínima de s0s↑1:

µ
η
s0(s0s

↑
1) = Pr

η
s0(s0s1) = Qη(A | s0) ∗ p(s0, A, s1) = Qη(A | s0) ∗ 0,1Luego la probabilidad máxima y mínima serán dadas, respetivamente, por laestrategias que maximien y minimien el valor de Qη(A | s0). Luego el valormáximo será dado por la estrategia que asigne a Qη(A | s0) el valor 1 y elmínimo por la que le asigne el valor 0. Entones tenemos que µ+

s0
(s0s

ω
1 ) = 0,1y que µηs0(s0sω1 ) = 0.Los siguientes lemas fueron presentados en [dAB℄. El primero estableeque µ+ y µ− no son aditivos y el segundo relaiona la probabilidad máximay la probabilidad mínima.Lema 3. Si ∆1,∆2 ∈ Bs, on ∆1 ∩ ∆2 = ∅, entones:

µ+
s (∆1 ∪ ∆2) ≤ µ+

s (∆1) + µ+
s (∆2) µ−s (∆1 ∪ ∆2) ≥ µ−s (∆1) + µ−s (∆2)Lema 4. Para todo ∆ ∈ Bs se umple que µ−s (∆) = 1 − µ+

s (Ωs − ∆)4.2. Conjuntos EstablesIntuitivamente, un subonjunto de estados de un SNP es estable si hayuna estrategia tal que para todo omportamiento que entra al subonjunto,este permaneerá siempre en él [dA97, dAB℄. Más formalmente:De�niión 19. Dado un SNP Π = 〈AP,S,Accs, k, p, sin〉 y un onjunto
E ⊆ S, E es un onjunto estable (CE) si:

∀s ∈ E : ∃a ∈ k(a) : Sigs(s, a) ⊆ EDiremos que un CE B es un onjunto estable maximal en C ⊆ S si B ⊆ Cy no existe otro CE B′ tal que B′ ⊆ C y B ⊂ B′.Dado un onjunto estable E, de�namos la relaión ρE ⊆ E × E omo:
ρE = {(s, t) | ∃a ∈ k(a) : t ∈ Sigs(s, a) ∧ Sigs(s, a) ⊆ E}luego si (s, t) ∈ ρE hay una aión a ∈ k(s) que salta desde s a t on pro-babilidad mayor que ero y que ae fuera de E on probabilidad nula. Si elgrafo (B, ρB) es fuertemente onexo, diremos que B es un onjunto establefuertemente onexo(CEFC). CEFC maximal se de�ne de forma análoga aCE maximal.
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Figura 4.2: Conjunto EstableEjemplo 12. En la �gura 4.2 vemos un onjunto estable del SNP presentadoen la �gura 4.1. Notemos que no es fuertemente onexo pues no hay formade alanzar el estado s2 desde los restantes.A ontinuión unos lemas que resumen las propiedades relevantes de losCE y los CEFC [dA97℄.El primer lema establee que una vez que se alane un CE E, es posibleelegir las aiones de tal forma que todo ejeuión que entra a E se quedetransiionando entre estados de E para siempre. Esto es posible ya que poromo está de�nido un CE, para todo estado del CE existe una aión queno me permite transiionar a un estado fuera de él.Lema 5. Dado un CE E, existe una estrategia tal que para todo ompor-tamiento que alanza un elemeto de E, se quedará siempre en E on proba-bilidad igual a 1.El siguiente lema es similar al anterior, pero on respeto a un CEFC
J . Por omo están de�nidos los CEFC, para todo estado es posible alanzarualquier otro estado de J on probabilidad mayor que 0. Este heho nospermite poder de�nir una estraregia tal que toda ejeuión que alane a J ,se quede siempre transiionando por todos los estados de J .Lema 6. Dado un CEFC J, existe una estrategia tal que para todo ompor-tamiento que alanza un elemeto de J, se quedará siempre en J y visitarátodos los estados de J on probabilidad igual a 1.El próximo lema establee que toda ejeuión válida �nalmente llega a unCEFC y se queda transiionando en ese onjunto para siempre. Este hehoes importante ya que si bien hay in�nitas ejeuiones validas, la antidad deCEFC es limitada.Lema 7. Para toda estado s ∈ S y toda estrategia η:
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µ
η
s({ω ∈ Ωs | inft(ω) es un CEFC}) = 1.El último lema es un resultado del anterior. Este estable que si unaejeuión visita in�nitamente elemtos de un onjuntos de estados C, entonesesos estados tienen que estar inluidos en la union de los CEFC maximalesdel onjunto C.Lema 8. Dado ualquier onjunto C de estados de un SNP, sean D1, · · · ,Dnlos CEFC maximales en C y sea D =

⋃n
i=1Di. Entones, para todo s ∈ S ytoda estrategia η, µηs({ω | inft(ω) ⊆ C ∧ inft(ω) 6⊆ D}) = 0.Estos lemas son importantes pues se utilizan para el álulo de la pro-babilidad máxima de que una propiedad expresada mediante fórmulas LTLse umpla en un SNP. Los siguientes serán importantes para el álulo de laprobabilidad mínima.Primero de�niremos un onjunto del ual es imposible salir para todaestrategia. Estos nos garatizará que para toda estrategia, toda ejeuión quealane el onjunto siempre permaneerá en él.De�niión 20 (onjunto fuertemente estable). Dado un SNP Π =

〈AP,S,Accs, k, p, sin〉 y un onjunto M ⊆ S, M es un onjunto fuertementeestable (CFE) si:
∀s ∈M ∧ ∀a ∈ k(s) : Sigs(s, a) ⊆MDiremos que un CFE M es un onjunto fuertemente estable maximal en

C ⊆ S si M ⊆ C y no existe otro CFE M ′ tal que M ′ ⊆ C y M ⊂M ′.
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Figura 4.3: Conjunto Fuertemente EstableDado 2 onjuntos de estados, de�niremos una relaión entre ellos uandodesde todo estado de uno de los onjuntos se puede alanzar un elemento delotro on probabilidad mayor que ero para toda estrategia.



42CAPÍTULO 4. SISTEMAS NODETERMINÍSTICOS PROBABILÍSTICOSDe�niión 21 (onjunto obligado). Dado un SNP Π = 〈AP,S,Accs, k, p, sin〉y un onjunto C ⊆ S, diremos que A ⊆ S es un onjunto obligado (CO) deC si para todo estado s ∈ C y estrategia η se umple :
∃ρ ∈ S∗ : ρ0 = s ∧ ρ|ρ| ∈ A ∧ Prηs(ρ) > 0A ontinuaión un lema que relaiona un CFE C on A, un CO de C. Estenos garantiza que las ejeuiones dentro de C que nuna visitan los estadosde A tienen probabilidad 0, a este heho se debe el nombre onjunto obligado.Utilizaremos la notaión est(ρ) para denotar los estados que aparaen en laseuenia de estados o en la ejeuión ρ.Lema 9. Dado un onjunto fuertemente estable C, sea A un CO de C.Entones para toda estrategia η y todo estado s ∈ C se umple:
µ
η
s({ω ∈ Ωs | est(ω) ∩A = ∅}) = 0lo ual es equivalente a :
µ
η
s({ω ∈ Ωs | est(ω) ∩A 6= ∅}) = 1Demostraión. Fijemos η y sea L un onjunto de seuenias de estados �nitatal que todas tienen una probabilidad mayor que ero, empiezan en elemen-tos de C y terminan en un estado de A. Además no hay 2 seuenias queempieen en el mismo elemento. Formalmente:

L ⊂ C∗ : (∀l ∈ L : Prηl0(l) > 0 ∧ l0 ∈ C ∧ l|l|−1 ∈ A)∧

(6 ∃l, l′ ∈ L : l0 = l′0)Por de�niión de onjunto obligado sabemos que |L| = |C|, es deir,tenemos un amino para ada estado de C. De�namos lmax = máx{|l| : l ∈
L}.De�namos ahora para s ∈ C el onjunto ρs formado por seuenia deestados �nitas que empiezan en s, tienen longitud lmax, una probabilidadmayor que 0 y pasan por algún estado de A. Formalmente:

ρs = {ρ ∈ C∗ | ρ0 = s ∧ |ρ| = lmax ∧ Prηs(ρ) ∧ (∃0 ≤ i < |ρ| : ρi ∈ A)}.Notemos que ρs no puede ser vaío ya que por lo menos inluye un ele-mento que tiene omo pre�jo un elemento de L que iniia en s.Sea m = mı́n{Prηρ0(ρ) | ρ ∈
⋃
s∈C ρ

s}. Luego, la probabilidad mínimade que una seuenia de estados válida de longitud lmax, que empieza en unestado C, pase por A es m. Entones la probabilidad máxima de que unaseuenia válida de longitud lmax, que empieza en un estado de C, no pasepor un estado de A es de (1 −m). Es deir que dado T (s) = {ρ ∈ C∗ | ρ0 =
s ∧ |ρ| = lmax ∧ est(ρ) ∩A = ∅}, tenemos que:
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Pr

η
s (T (s)) ≤ (1 −m)Entones tenemos que µηs({ρ↑ | ρ ∈ T (s)}) ≤ (1−m) para todo estado yestrategia.Notemos que para todo k > 0 tenemos que:

{ω ∈ Ωs | est(ω) ∩A = ∅}) ⊆
{ρ0q1ρ1 · · · qkρk ↑ | ρ0q1 ∈ T (s) ∧ (qiρi) ∈ T (qi)}Demostremos entones que para todo η, dado s = ρ0

0, vale:
µ
η
s({ρ0q1ρ1 · · · qkρk ↑ | ρ0q1 ∈ T (s) ∧ (qiρi) ∈ T (qi)}) ≤ (1 −m)(k+1)para todo k > 0. Utilizaremos induión en k para realizar la demostraión.Además utilizaremos la notaión η | ρ para denotar a la estrategia que resul-ta de de η luego de haber reorrido la seuenia ρ. Es deir, Qη|ρ(A | ρ′) =
Qη(A | ρρ′)Caso base:
µ
η
s({ρ0q1ρ1 ↑ | (ρ0q1) ∈ T (s) ∧ (q1ρ1) ∈ T (q1)}) =

∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1) · µ
η|ρ0q1

q1
({ρ↑ | ρ ∈ T (q1)}) ≤

∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1) · (1 −m) ≤

Prηs(T (s)) · (1 −m) ≤ (1 −m)2Caso Indutivo:
µ
η
s({ρ0q1ρ1 · · · qkρ(k+1) ↑ | ρ0q1 ∈ T (s) ∧ (qiρi) ∈ T (qi)}) =

∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1) · µ
η|ρ0q1

q1
({q1ρ1q2ρ2 · · · qkρk+1 ↑ | (qiρi) ∈ T (qi)}) =

∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1)·Pr
η|ρ0q1
s (q1ρ1

0)·µ
η|ρ0q1ρ10
ρ1
0

({ρ1q2ρ2 · · · qkρk+1 ↑ | (ρ1q2) ∈

T (ρ1
0) ∧ (qiρi) ∈ T (qi)}) ≤

∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1)·µ
η|ρ0q1ρ10
ρ1
0

({ρ1q2ρ2 · · · qkρk+1 ↑ | (ρ1q2) ∈ T (ρ1
0)∧(qiρi) ∈

T (qi)}) ≤∑
(ρ0q1)∈T (s) Prηs(ρ

0q1) · (1 −m)k ≤

(1 −m) · (1 −m)k = (1 −m)k+1Esto implia que µηs({ω ∈ Ωs | est(ω) ∩ A = ∅}) ≤ (1 −m)k para todo
k ≥ 0. Entones µηs({ω ∈ Ωs | est(ω) ∩A = ∅}) = 0.Ejemplo 13. Tomemos la �gura 4.3 y de�ninamos O = {s3}. Luego O esonjunto obligado del onjunto fuertemente estable, ya que Prηs4(s4s6s3) > 0y Prηs6(s6s3) > 0 para todo η. Entones, por el último lema, ejeuiones omo
sω4 tienen probabilidad ero. Este aso es fáil de analizar pues Prηs4(s

k
4) =

(0,4)k para todo k > 0, luego la probabilidad de transiionar siempre sobre
s4 es 0. Ahora analiemos las seuenias de la forma (s4 + s6)

ω. Notemosque la antidad de seuenias de esta forma es in�nita, a pesar de tener un



44CAPÍTULO 4. SISTEMAS NODETERMINÍSTICOS PROBABILÍSTICOSonjunto in�nito, el lema nos asegura que la probabilidad de este onjuntotambién es 0.Como resultado del lema anterior surge el siguiente, el ual nos garantizaque toda ejeuión válida de un SNP que alanza un onjunto fuertementeestable debe pasar in�nitamente por los estados de sus onjuntos obligados.Lema 10. Dado un onjunto fuertemente estable C, sea A un CO de C.Entones para toda estrategia η y todo estado s ∈ S se umple:
µ
η
s({ω ∈ Ωs | (∃q ∈ est(ω) : q ∈ C) ∧ (inft(ω) ∩A = ∅)}) = 0Demostraión. Notemos que:

{ω ∈ Ωs | (∃q ∈ est(ω) : q ∈ C) ∧ (inft(ω) ∩A = ∅)} =
{(ρqω) ∈ Ωs | ρ ∈ S∗ ∧ q ∈ C ∧ est(qω) ∩A = ∅}De�namos a R omo:
R = {ρq | (ρqω) ∈ Ωs ∧ ρ ∈ S∗ ∧ q ∈ C ∧ est(qω) ∩A = ∅}Notemos que si (ρqω) ∈ Ωs, entones (qω) ∈ Ωq. Fijemos η, s y alulemos
µ
η
s({ω ∈ Ωs | (∃q ∈ est(ω) : q ∈ C) ∧ (inft(ω) ∩A = ∅)}).
µ
η
s{ω ∈ Ωs | (∃q ∈ est(ω) : q ∈ C) ∧ (inft(ω) ∩A = ∅)} =
µ
η
s{(ρqω) ∈ Ωs | ρ ∈ S∗ ∧ q ∈ C ∧ est(qω) ∩A = ∅} =

∑
ρq∈R Prηs(ρq) · µ

η|ρq
q {(qω) ∈ Ωq | est(qω) ∩A = ∅} =∑

ρq∈R Prηs(ρq) · 0 = 0



Capítulo 5Model ChekingEn este apítulo presentaremos algoritmos para aular la probabilidadmáxima y mínima de que una propiedad expresada mediante una fórmulaLTL se satisfaga en un SNP.Para realizar esto se debe generar primero el autómata de Buhi orres-pondiente a la fórmula a veri�ar y a ontinuaión transformar este en unautómata de Rabin determinista. Luego se sinroniza el SNP on el autóma-ta de Rabin de la fórmula LTL. Sobre el resultado de esta sinronizaión sebusan dos tipos de subonjuntos de estados on partiularidades espeiales.Un tipo de subonjunto será utilizado para el álulo del máximo y el otro,para el álulo del mínimo. Estos subonjuntos son de tal forma que nosgarantizan que los onjuntos de ejeuiones que satisfaen la fórmula onprobabilidad mayor que 0 sí o sí deben alanzar algún elemento de estos.Entones el problema de alular máximo y mínimo se redue a resolver elproblema de alular la probabilidad máxima y mínima de alanzar algúnestado en estos subonjuntos.En la primera seión expliaremos ómo sinronizar un SNP on el autó-mata de Rabin derivado de una fórmula LTL. En la siguiente seión pre-sentaremos la forma de alular la probabilidad máxima y mínima de que lapropiedad se satisfaga.5.1. Sinronizaión entre un SNP y una fórmulaLTLDado un SNP Π = 〈AP,S,Accs, k, p, sin〉 y una fórmula LTL ψ, primerodebemos generar el AR que aepta el mismo lenguaje que ψ. Una vez que seobtiene el AR y el SNP estos se sinronizan generando una nueva estrutura.Esta nueva estrutura se de�ne de la siguiente manera:De�niión 22. Dado un PSN Π = 〈AP,S,Accs, k, p, sin〉 y el AR generadoa partir de la fórmula LTL ψ, Aψ = 〈Σ, Q, q0, δ, R〉, un SNP de Rabin es45



46 CAPÍTULO 5. MODEL CHECKINGuna 7-upla Π′ = 〈AP,S′, Accs, k′, p′, s′in, R
′〉 que se genera de la siguienteforma:1. S′ = S ×Q, donde (t, q)[p] = t[p] para todo (t, q) ∈ S′ y p ∈ P .2. Para todo (t, q) ∈ S′, k′(t, q) = k(t).3. Para ada t ∈ S y a ∈ k(t), la probabilidad p′((t, q), a, (t′, q′)) de tran-siionar del estado (t, q) al estado (t′, q′) on la aión a es igual a

p(t, a, t′) si δ(q, l(t′)) = q′, y es igual a ero aso ontrario.4. s′in = (sin, δ(qin, l(sin))).5. R′ = {(E′
0, F

′
0), · · · , (E

′
|R|−1, F

′
|R|−1)}, donde E′

i = S×Ei y F ′
i = S×Fipara 0 ≤ i < |R|.El resultado de la sinronizaión es un nuevo SNP on una nueva variablela ual está odi�ada en los estados de S′. Èsta orresponde a la segundaomponente del par (i.e. q en (t, q) ∈ S′) y se enarga de llevar un �registro�de omo se omportaría una ejeuión en el autómata de la fórmula, enfunión de las proposiiones que son válidas en los estados por los que pasauna ejeuión del SNP. Luego, si una ejeuión ρ del SNP de Rabin satisfaeinft(ρ) ⊆ E′

i y inft(ρ)∩F ′
i 6= ∅ para algun i, ρ es una ejeuión que satisfaela propiedad ψ.

GFED@ABCq0
x=1

++

x 6=1
�� GFED@ABCq1

true


Figura 5.1: Autómata de rabin que representa F (x = 1)Ejemplo 14. En la �gura 5.1 tenemos la fórmula ψ = F (x = 1) represen-tada por un AR donde R = {({q0, q1}, {q1})}. En la �gura 5.2 un SNP y enla �gura 5.3 un SNP de Rabin, resultado de la interseión entre ambos.5.2. Cálulo de probabilidades máximas y mínimasPara alular las probabilidades máxima y mínima de que una propiedad

ψ expresada en LTL se satisfaga en un SNP Π debemos primero generar, enfunión de éstos, el SNP de Rabin:
Πψ = 〈AP,S,Accs, k, p, sin, {(E

′
0, F

′
0), · · · , (E

′
n, Fn′)}〉.Cálulo de la probabilidad máxima:
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Figura 5.3: Interseión entre un SNP y el autómata de un fórmula LTL



48 CAPÍTULO 5. MODEL CHECKINGNotemos que por el lema 7 todas las ejeuiones válidas de un SNP termi-nan reorriendo estados en un CEFC. Notemos también que las ejeuiones
ω sobre Πψ que satisfaen la propiedad ψ, deben ser tal que inft(ω) ⊆ E′

i yinft(ω) ∩ F ′
i 6= ∅. Entones el onjunto de seuenias que satisfaen ψ debenalanzar algún CEFC inluido en algún E′

i que no posea interseión vaiaon el F ′
i . Reordemos que, por omo esta de�nido un CEFC, sabemos queexiste una estrategia tal que es posible visitar todos los estados del CEFC onprobabilidad 1. Usando este heho, el problema de alular la probabilidadmáxima de que la propiedad se umpla, se redue a alular la probabilidadmáxima de alanzar algún elemento de algún CEFC inluido en algún E′

i queno posea interseión vaia on el onjunto F ′
i . Es deir que hemos reduidonuestro problema a alular un problema de alanzabilidad. Remarquemosuna vez más el detalle de que no sabemos omo es la estrategia a partir deque se alanza algún elemento del CEFC pero si sabemos de su existenia yque on ésta, a partir de ese momento, la probabilidad de que la propiedadse umpla es 1 y por lo tanto no existe otra estrategia tal que genere un valorde probabilidad mayor para el onjunto de seuenias que satisfaen ψ.Entones para alular la probabilidad máxima primero debemos busar

B
(i)
0 , · · · , B

(i)
ni
, los CEFC ontenidos en E′

i que no tinen interseión vaiaon F ′
i . Luego para 0 ≤ i ≤ n y 0 ≤ j ≤ ni:

B
(i)
j ⊆ E′

i B
(i)
j ∩ F ′

i 6= ∅De�namos T =
⋃n
i=0

⋃ni

j=0B
(i)
j . Ahora solo debemos alular la probabilidadmáxima de alanzar T .Este proeso esta fundamentado por el siguiente teorema [dA97℄:Teorema 2. µ+

sin
({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ}) = supη µ
η
sin

{ω ∈ Ωsin
| ∃k : ωk ∈ T}Cálulo de la probabilidad mínima:La idea para alular el mínimo es similar a la utilizada para alular laprobabilidad máxima. Es deir, debemos enontrar subonjuntos del SNP,en los uales la propiedad se umpla on probabilidad 1. Pero notemos, quea diferenia del aso del máximo, no alanza on pedir la existenia de unaestrategia tal que le asigne a las ejeuiones dentro del subonjunto, unaprobabilidad 1 de que se satisfaga ψ. Esto es debido a que de esta formase permite que existan otras estrategias tales que las ejeuiones dentro delsubonjunto que satisfaen ψ tengan una probabilidad menor a 1, por loual el mínimo no sería bien alulado. En funión de este heho debemosbusar subonjuntos tales que para toda estrategia y estado, la probabilidad



5.2. CÁLCULO DE PROBABILIDADES MÁXIMAS Y MÍNIMAS 49de que ψ se satisfaga sea 1. Luego si la probabilidad de las ejeuiones deSNP que satisfaen ψ tienen una probabilidad mínima mayor que ero, estasdeben alanzar alguno de estos subonjuntos. Entones, una vez enontradosestos subonjuntos, alular la probabilidad mínima de que la probabilidadse satisfaga se redue a mínimizar la probabilidad de alanzar los mismos.Estos subonjuntos �espeiales� a los uales nos estamos re�riendo, sonlos CFE inluidos en los E′
i que poseen omo CO F ′

i . Entones, para alularla probabilidad mínima debemos busar los subonjuntos Bi ⊆ E′
i, los ualessatisfaen que son el mayor subonjunto no vaio de E′

i tal que:1. Bi es CFE.2. F ′
i es CO de Bi.Notemos que una vez más vale para 0 ≤ i ≤ n:

Bi ⊆ E′
i Bi ∩ F

′
i 6= ∅La inlusión es lara y la interseión se debe a que si F ′

i es CO de Bi,debe existir un amino desde los elementos de Bi a al menos un elementode Fi, pero las transiiones de los estados de Bi son, por ser Bi CFE, de talforma que nuna saltan a un estado fuera de Bi, por lo tanto Bi ∩ F ′
i 6= ∅.De�namos T =

⋃n
i=0Bi. Ahora alular la probabilidad mínima se re-due a alular la probabilidad mínima de alanzar T . A ontinuaión lademostraión de este heho:Teorema 3. µ−sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ}) = infη µ

η
sin{ω ∈ Ωsin

| ∃k : ωk ∈ T}Demostraión. Primero notemos que todo seuenia ω alanza T si o solo siinft(ω) ⊆ T . Ahora �jemos una estrategia η, luego:
µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ}) =

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ ∃k : ωk ∈ T}) +

µ
η
sin({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ∧ 6 ∃k : ωk ∈ T}) =
µ
η
sin({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ ∧ inft(ω) ⊆ T}) +
µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ inft(ω) 6⊆ T})Entones por omo de�nimos T y el lema 9, estamos seguros que todaseuenia que alane T satisfae ψ, por lo tanto:

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ inft(ω) ⊆ T}) = µ

η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ∃k : ωk ∈ T})Analiemos ahora µηsin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ∧ inft(ω) 6⊆ T}). Si inft(ω) 6⊆ Tpueden pasar 2 osas: la primera es que inft(ω) 6⊆ C un CFE inluido enalgún Ei, i.e. ω nuna llega a un CFE, o que inft(ω) ⊆ C un CFE inluidoen algún Ei on C ∩T = ∅, i.e. llegamos a un CFE que el ual no tiene omoCO algún Fi. Pedimos C ∩ T = ∅ para dejar laro que C no esta ompuesto



50 CAPÍTULO 5. MODEL CHECKINGpor elemetos de T , pues no alanza on pedir �Fi no es CO de C para todo
i�, pues de esta forma se permitirian asos omo C = C ′ ∪Bi para ualquier
i. Es deir, inluriamos CFE formados por los onjuntos �espeiales� queestamos busando más otros estados del SNP de Rabin, y los aminos queaen en los onjuntos �espeiales� ya han sido ontemplados.Usamos la siguiente notaión para estos prediados:
p1(ω) = inft(ω) 6⊆ C un CFE inluido en algún Ei.
p2(ω) = inft(ω) ⊆ C un CFE inluido en algún Ei on C ∩ T = ∅Luego, omo toda seuenia que satisfae ψ y no alane T satisfae so-lamente uno de los prediados pi, tenemos que :
µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ inft(ω) 6⊆ T}) =

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ p1(ω)}) +

µ
η
sin({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ ∧ p2(ω)})Hasta ahora tenemos lo siguiente:
µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ}) =

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ∃k : ωk ∈ T}) +

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ p1(ω)}) +

µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ p2(ω)})No podemos asegurar que los 2 últimos terminos de la suma sean ero,pues eso depede de la estrategia η y no tenemos ninguna hipotesis sobre ésta.Pero supongamos momentaneamente que para todo η se pueda de�nir η′ talque:

µ
η′

sin
({ω ∈ Ωasin

| ∃k : ωk ∈ T}) = µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ∃k : ωk ∈ T})

µ
η′

sin({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ ∧ p1(ω)}) = 0

µ
η′

sin
({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ ∧ p2(ω)}) = 0Entones se umpliría para todo η:
µ
η′

sin
({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ}) ≤ µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ})Luego esta desigualdad para todo η nos india que el ín�mo, on respe-to a η, de µηsin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ}) se enuentra en las estrategias de tipoprimadas. Entones:

µ−sin
({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ}) = infη µ
η
sin

({ω ∈ Ωsin
| ω |= ψ})

= infη′ µ
η′

sin
({ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ})

= infη′ µ
η′

sin
({ω ∈ Ωsin

| ∃k : ωk ∈ T})
= µ−sin

({ω ∈ Ωsin
| ∃k : ωk ∈ T})Demostremos ahora que efetivamente para todo η podemos de�nir η′on las araterístias deseadas, on lo ual el teorema estaría demostrado.



5.2. CÁLCULO DE PROBABILIDADES MÁXIMAS Y MÍNIMAS 51Demostremos primero la existenia de una estrategia η1 tal que para
K = {ω ∈ Ωsin

| ω |= ψ ∧ p1(ω)}, µη1sin(K) = 0.Notemos que, para todo ω ∈ K, por valer p1(ω) existe un estado s ∈inft(ω) para el ual existe una aión a ∈ k(s), tal que existe s′ 6∈ inft(ω)para el ual se umple p(s, a, s′) > 0. Denotemos a estos estados, para unaejeuion ω, de la siguiente forma:
M(ω) = {s ∈ inft(ω) | ∃a ∈ k(s) : ∃s′ 6∈ inft(ω) : p(s, a, s′) > 0}Usando este heho podemos de�nir indutivamente onjuntos de pre�josde los elementos de K, de la siguiente forma:
P0 = {ρ ∈ S∗ | ∃ω′ ∈ Sω : ρω′ ∈ K ∧ inft(ω′) = est(ω′)

∧inft(ω′) ⊆ est(ρ) ∧ inft(ω′) 6⊆ est(ρ) − {ρ|ρ|−1}}

Pn+1 = {(ρρ1 · · · ρn+1ss′) ∈ S∗ | s, s′ ∈ S ∧ ρ, ρ1, · · · , ρn+1 ∈ S∗

(ρρ1 · · · ρn) ∈ Pn ∧ [∃ω′ ∈ Sω : ρρ1 · · · ρn+1ss′ω′ ∈ K

∧s ∈M(ω′)∧ 6 ∃s′′ ∈ est(ρn+1) : s′′ ∈M(ω′)]}Luego tenemos que ĺımi→∞ Pi = K.Sea m = mı́n{p(s, a, s′) > 0 | s, s′ ∈ S ∧ a ∈ k(s)}, es deir la mínimaprobabilidad, distinta de 0, de transiionar desde un estado ualquiera a otro.De�namos ahora la estrategia η1 de forma tal que si ρ ∈ S∗ y a ∈ k(ρ|ρ|−1)son tales que Sigs(ρ|ρ|−1, a)− est(ρ) 6= ∅, se elige a on probabilidad uno. Esdeir que la estrategia elegirá la aión que nos posibilite visitar un estadono visitado. Con esta estrategia vamos a demostrar que Prη1sin
(Pi) ≤ (1−m)ipara i > 0.El aso base es trivialmente(:P) ierto, pues Prη1sin

(P0) ≤ (1 −m)0 = 1.En el aso indutivo tenemos que:
Prη1sin

(Pn+1) =
∑

(ρρ1···ρn+1ss′)∈Pn+1
Prη1sin

(ρρ1 · · · ρn+1ss′)

=
∑

(ρρ1···ρn+1ss′)∈Pn+1
Prη1sin

(ρρ1 · · · ρn+1s)

∗Prη1sin
(s′ | ρρ1 · · · ρn+1s)Por omo fueron onstruidos los pre�jos, sabemos que existe una aionen el estado s on la ual es posible visitar un estado aún no visitado onuna probabilidad de al menos m. Ese heho y omo fue de�nida la estrategianos aseguran que:

Prη1sin
(s′ | ρρ1 · · · ρn+1s) < (1 −m)Luego tenemos que:

Prsη1
in

(Pn+1) ≤
∑

(ρρ1···ρn+1ss′)∈Pn+1
Prη1sin

(ρρ1 · · · ρn+1s) ∗ (1 −m)

≤
∑

(ρρ1···ρn+1ss′)∈Pn+1
Prη1sin

(ρρ1 · · · ρn) ∗ (1 −m)

≤
∑

(ρρ1···ρn+1ss′)∈Pn+1
(1 −m)n ∗ (1 −m) = (1 −m)n+1Como µη1sin

(K) = ĺımi→∞ Prη1sin
(Pi) ≤ ĺımi→∞(1 − m)i = 0, tenemos �-nalmente que µη1sin(K) = 0.Demostremos ahora la existenia de la estrategia η2 tal que si K = {ω ∈

Ωsin
| ω |= ψ ∧ p2(ω)}, µη2sin

({K}) = 0.



52 CAPÍTULO 5. MODEL CHECKINGSea I =
⋃
ω∈K inft(ω). Además de�namos P , un onjunto de pre�jos par-tiular del onjunto K, de la siguiente forma:

P = {ρ0ρ1 ∈ S∗ | (∃ω′ ∈ Sω : ρ0ρ1ω′ ∈ K∧est(ρ0) ∩ inft(ω′) = ∅ ∧ ρ1
0 ∈ inft(ω′))∧

ρ1
|ρ1|−1 ∈ F ∧ ∀i : 0 < i < |ρ1| − 1 : ρ1

i 6∈ F }De�namos ahora para todo s ∈ I, Ps = {ρ0ρ1 ∈ P | ρ1
0 = s}. Luego

Ps ∩ Ps′ = ∅ si s 6= s′, pues el primer estado de I que alanza una seueniaes únio. Notemos que K ⊆
⋃
s∈I{(ρ

0ρ1)↑ | (ρ0ρ1) ∈ Ps}, pues el operador ↑no impone ninguna restriion sobre el sub�jo de la ejeuión. Luego tenemosque para toda estrategia vale:
µ
η
sin

(K) ≤ µ
η
sin

(
⋃
s∈I{(ρ

0ρ1)↑ | (ρ0ρ1) ∈ Ps})
µ
η
sin(K) ≤

∑
s∈I µ

η
sin({(ρ0ρ1)↑ | (ρ0ρ1) ∈ Ps})Reordemos que por hipotesis, ningún subonjunto de I tiene omo on-junto obligado a F, entones para ada s ∈ I existe una estragia ηs tal que la

Prηs(ρ) = 0 si ρ ∈ S∗ y est(ρ)∩F 6= ∅. Luego, omo est(ρ1)∩F = {ρ1
|ρ1|−1},si de�nimos a η2 de tal forma que se omporte omo ηs para todo ilindroque alane s ∈ I, tenemos que:

µ
η2
sin

(K) ≤
∑

s∈I µ
η2
sin

({(ρ0ρ1)↑ | (ρ0ρ1) ∈ Ps})
µ
η2
sin(K) ≤

∑
s∈I µ

ηs
sin({(ρ0ρ1)↑ | (ρ0ρ1) ∈ Ps})

µ
η2
sin(K) ≤ 0Luego para toda estrategia η podemos de�nir una estrategia η′ que seomporte omo η para las transiiones que alanzan T, que se omporte omo
η1 para las transiiones que no alanzan T y satisfaen p1 y que se omporteomo η2 para las que no alanzan T y satisfaen p2, pues estos onjuntos deejeuiones son disjuntos.5.3. Algoritmo para alular BiEn esta seión se expliará ómo alular los onjuntos fuertemente es-tables en Ei que no poseen interseión vaía on Fi, es deir, los Bi para elálulo de la probabilidad mínima.Primero debemos busar, para ada i, el onjunto fuertemente establemaximal en Ei, al que llamaremos Ci. Estos se alulan de la siguiente ma-nera: dado A ⊆ S, donde S son los estados de SNP, de�nimos a F : 2S → 2Somo:

F (A) = {s ∈ A | ∀a ∈ k(s) : Sigs(s, a) ⊆ A}, luego
Ci = F∞(Ei)Notemos que, si bien la reursión es in�nita, en a lo sumo |Ei| pasosobtendremos Ci, pues en ada llamado, omo mínimo, se desarta un ele-mento de Ei; o no se desarta nada. Si no se desarta nada, no tiene sen-



5.3. ALGORITMO PARA CALCULAR BI 53tido seguir haiendo la reursión. En otras palabras se ontinúa hasta que
Fn(Ei) = Fn+1(Ei)

Ci es un onjunto fuertemente estable pero este puede no tener omo COa Fi, esto se debe a que este puede inluir subonjuntos fuertemente estableslos uales, pueden o no, poseer interseión vaía on Fi. La siguiente �gurare�eja la situaión planteada:

CFE

CFE

CFE

CFE

CFE

CFE

Ci

Ei

Fi

Figura 5.4: CFE maximal en EiObservemos que para todo estado que pertenee a un CFE en Ci queposee interseión vaía on Fi, por de�niión de CFE, es imposible alanzarun estado de Fi. Por esta razón, se deben alular y desartar estos subon-juntos. Llamemos Di a la unión de estos y utiliemos a la funión F paraalularlos. Entones Di = F∞(Ci − Fi).Ahora sólo resta alular el CFE maximal en Ci−Di, pues esto da omoresultado la unión de CFE en Ci que no poseen interseión vaía on Fi. Esdeir que Bi = F∞(Ci −Di).
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Capítulo 6ImplementaiónSe implementó una herramienta llamada SSS reduer que utiliza los re-sultados del apítulo 5 para reduir el problema de enontrar la probabilidadmínima de una propiedad expresada en LTL a un problema de alanzabi-lidad. En las siguientes seiones se desriben en detalle los aspetos másrelevantes de la herramienta, omo son, por ejemplo, su arquitetura y modode uso. La herramienta se distribuye bajo la lienia GPLv2, omo se indiaen el arhivo COPYING inluido en el ódigo fuente.SSS reduerComo se indió en la introduión, SSS reduer es una herramienta parareduir el problema de alular la probabilidad mínima de una propiedad(expresada en LTL) sobre un sistema a un problema de alanzabilidad. Laherramienta está basada en los resultados del atpítulo 5 para haer la re-duión, y el output generado se puede utilizar on la herramienta Rapture[JDL02℄, que se enarga de resolver el problema de alanzabilidad en un SNP.Esta herramienta puede desargarse del sitio web de Bertrand Jeannet, ubi-ado en http://pop-art.inrialpes.fr/people/bjeannet/.Consideraiones generales y modo de usoEl programa está implementado en C++, utilizando la implementaióndel ompilador de GNU (g++). SSS reduer fue ompilado y ejeutado onéxito utilizando g++ version 3.4.5 y 3.4.6 en arquiteturas x86 y x86_64.SSS reduer lee su entrada de stdin y esribe el resultado en stdout. Porlo tanto, una invoaión típia del programa será:$ ./sss_reduer < desripion_del_sistema.pts > output_para_rapture.outLuego de la ejeuión, el arhivo output_para_rapture.out puede ser uti-lizado on el programa Rapture. 55



56 CAPÍTULO 6. IMPLEMENTACIÓNLa sintaxis del arhivo de entrada es muy similar a la que soporta Rap-ture, aunque existen algunas diferenias. En el apédine A se enuentra lagramátia soportada. Es reomendable, también, leer el arhivo READMEprovisto on el ódigo fuente, pues en él se desriben en detalle esas diferen-ias. En el apéndie B se enontrarán instruiones de ompilaión, desrip-ión de la orgranizaión del ódigo y doumentaión.También es reomendable analizar en detalle los ejemplos provistos onel ódigo fuente, que se enuentran en el diretorio examples.6.1. Arquitetura de SSS reduer6.1.1. Programas externos neesariosSSS reduer utiliza programas externos para su orreto funionamiento.Partiularmente, usa el programa ltl2dstar y este, a su vez, el programa Spin.Además, genera output para Rapture por lo que, en ierto modo, tambiénneesita diho programa. SSS reduer ha sido probado on versiones partiu-lares de dihos programas, y no se sabe sin funionará on otras versiones. Sepuede onsultar el arhivo README, inluido en el ódigo fuente del progra-ma, para obtener más informaión sobre los programas auxiliares. Además,se usan otras herramientas (desriptas on detalle en el arhivo README),entre ellas se enuentran, por ejemplo, �ex y bison. Para la ompilaiónde la herramienta, se utilizaron las GNU autotools. Las versiones de adaprograma son las siguientes:autoonf version 2.59automake version 1.9.6m4 version 1.4.4libtool version 1.5.22Es posible, pero no ha sido probado, que se pueda ompilar exitosamenteon otras versiones de las herramientas menionadas.Finalmente, se puede generar doumentaión del ódigo utilizando el pro-grama doxygen. Basta on tipear:$ make dosEsto reará la doumentaión en el diretorio do. Para más detalles, leerel arhivo README.6.1.2. Organizaión del ódigo fuenteUna vez desomprimido el arhivo sss_reduer.tar.bz2 se rea el direto-rio sss_reduer. Dentro de este diretorio, la estrutura es la siguiente:



6.1. ARQUITECTURA DE SSS REDUCER 57diretorio sr: ontiene el ódigo fuente de SSS reduerdiretorio do: ontiene doumentaión del ódigo fuente generada ondoxygendiretorio examples: ontiene arhivos de ejemplo para utilizar SSSreduer.6.1.3. Módulos que omponen a SSS reduerEl programa se divide en 4 módulos, que se detallan a ontinuaión:1. Parser: Este módulo se enarga de parsear el arhivo de entrada. Lainformaión parseada se guarda en una estrutura de datos intermedia,que no es el SNP �nal. Se utilzaron las herramientas �ex y bison paraimplementar el parser. Hay 2 arhivos que implementan el parser: ellosson aut_flex.ll y aut_bison.yy. El arhivo aut_flex.ll ontienela desripión de los tokens que omponen la gramátia soportada. Elarhivo aut_bison.yy ontiene la desripión de la gramátia sopor-tada por el programa, y las aiones que se ejeutan uando se parseala gramátia.2. Capa intermedia o abstraión del SNP : Esta apa ontiene la infor-maión obtenida por el Parser. No es un SNP, sino que ontiene unarepresentaión (en una estrutura de datos onveniente) de los pro-esos desriptos en el arhivo de entrada. Además, provee determi-nadas funionalidades, omo por ejemplo, la apaidad de omponerseen paralelo on otra abstraión para generar una nueva abstraiónque representa la omposiión de las dos originales. En otras palabras,esta apa ontiene una desripión simbólia (o abstrata) del SNPreal. Utilizando esta informaión se genera el SNP �nal, que resultade sinronizar los proesos desriptos en el arhivo de entrada on elautómata asoiado a la fórmula que se quiere veri�ar. Esta apa in-termedia es llamada la abstraión del SNP, está representada en unalase de C++ (automataAbs), y está implementada en los arhivosautomataAbs.h y automataAbs.pp, utilizando además los arhivosauxiliar.h, expression.h y expression.pp.3. Analizador de AR: Como se menionó anteriormente, el programa SSSReduer neesita programas externos para funionar. Uno de ellos esltl2dstar. Este programa, que a su vez neesita al programa Spin, esel que genera un automáta de Rabin. Diho autómata se guarda enun arhivo de texto (por defeto, /tmp/out_ltl2dtsar), que luego esinterpretado por este módulo. Las tarea del analizador de AR es la deparsear el output generado por ltl2dstar y guardarlo en una estrutura



58 CAPÍTULO 6. IMPLEMENTACIÓNde datos adeuada, de la ual sea fáil reuperar infomaión para elmomento de la sinronizaión entre el autómata de Rabin y el autó-mata desripto en el arhivo de entrada. La implementaión de estemódulo se enuentra en los arhivosdr_analyzer/dr_analyzer.h y dr_analyzer/dr_analyzer.pp, y tam-bién está implementado en una lase de C++ (drAnalyzer).4. SNP: esta lase (pns) implementa un Sistema No determinístio Prob-abilístio. Además, provee la funionalidad adeuada para detetarlos onjuntos fuertemente estables y para generar el ouput adeuadopara el programa rapture. El SNP está implementado en los arhivospns/pns.h y pns/pns.pp.Además de los módulos desriptos, el programa tiene un ontrolador quees el enargado de oordinar las aiones neesarias para generar el output.El ontrolador está implementado en el arhivo main.pp, y sus tareas sonlas siguientes:1. invoar el parser, que lee de stdin. Aquí se usa el módulo Parser.2. omponer en paralelo todos los proesos desriptos en el arhivo deentrada. Aquí se usa el módulo de abstraión.3. invoar al programa ltl2dstar, el ual genera el autómata determinístiode Rabin asoiado a la fórmula obtenida en el primer paso.4. utilizar el módulo analizador de AR para parsear la informaión gen-erada por ltl2dstar, y guardarla en memoria.5. sinronizar el autómata de la abstraión on el autómata del paso 4,generando así el SNP �nal.6. detetar los onjuntos fuertemente estables en el SNP resultante.7. reduir los onuntos fuertemente estables a un únio estado, el ualserá el objetivo a alanzar.8. generar el output para el programa rapture, esribiendo en stdoutLa �gura 6.1 muestra ómo se relaionan los módulos que omponen aSSS reduer. En negrita se destaan los módulos desriptos arriba, y laslíneas punteadas indian una lase de C++. En el apéndie A se desribe lagramátia que de�ne la sintaxis del texto de entrada.
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de alanzabilidadreduión a problema

de ada proesoConjunto de abstraiones
Abstraión delproeso ompuesto
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Formula φ
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output para Rapture
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Autómata Rabin

SNP

omposiión enparalelo
Parser

Figura 6.1: Estrutura de la herramienta
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Capítulo 7Casos de EstudiosSe realizaron varios asos de estudio para veri�ar tanto el orreto fun-ionamiento de SSS Reduer omo la fatibilidad de utilizarlo en asos rea-listas. En este apítulo de desriben en detalle el resultado de los mismos.7.1. Caso 1En esta seión se muestra un ejemplo de la reduión efetuada por SSSreduer sobre un SNP. Este autómata es un ejemplo arti�ial que tiene omopropósito mostrar la transformaión que sufre el SNP en las etapas deteiónde CFE y reduión a problema de alanzabilidad. Estas etapas se enuen-tran al �nal del proesamiento total de SSS reduer, omo puede observarseen la �gura 6.1.El SNP original es el que se muestra en la �gura 7.1, y uenta on elriterio de aeptaión R = {(E0, F0)}, donde:
E0 = {s0, s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, s9, s10, s11}

F0 = {s7, s8}Este SNP es el que resulta de la etapa sinronizaión de la �gura 6.1.Se provee junto al ódigo fuente una implementaión de diho SNP; se en-uentra en el arhivo sr/pns/main.pp. Se puede ompilar diho arhivoy luego linkear el resultado a la librería libpns.a para obtener el ejemplofunional. Para la ompilaión puede usarse el siguiente omando:$ d sss_reduer/sr/pns$ make$ g++ -I.. main.pp libpns.a -o test_pns61
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s1 s6 s11

s3
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s8s5

s9
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s7

s12

s0

Figura 7.1: SNP a reduir
Luego de efetuar la deteión de CFE, se obtiene CFE = (E0 ∪ F0) −

{s0}, pues desde el estado s0 es posible transiionar al estado s12, ayendofuera del onjunto E0. La �gura 7.2 muestra el SNP luego de esta etapa.Finalmente, SSS reduer aplia la etapa reduión a problema de alanza-bilidad, obteniendo el onjunto de estados {s8, s9, s10, s11}, omo se muestraen la �gura 7.3. Notar que todos los estados que tienen probabilidad ma-yor que 0 de llegar a s2 son desartados, dado que una vez alanzado s2 esimposible volver a pasar por un estado de F0.Este onjunto de estados es, �nalmente, �omprimido� en un sólo estado,y se genera el ouput para rapture, omo lo muestra la �gura 7.4.
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Figura 7.2: SNP luego de apliar la generaión de los CFE
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Figura 7.3: CFE on onjunto obligado F0
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s0

s12

s1 s6

s3

s4

s2

s7

reducciónCFEs5

Figura 7.4: Autómata resultante, luego de apliar la reduión7.2. Caso 2En esta seión también se utilizó un SNP arti�ial, pero esta vez onotro objetivo: el de veri�ar si la herramienta genera outputs adeuados ElSNP utilizado es el de la �gura 7.5, y se probaron las siguientes propriedades:1. F G (x = 0): esta propiedad expresa que desde algún momento enadelante, la variable x valdrá siempre 0.2. F (x = 2): esta propiedad expresa que en algún momento, x tomará elvalor 2.3. (x = 0) U (x = 2): esta propiedad die que x vale 0 durante variosestados seguidos (pudiendo ser 0) y en algun punto dado, x toma elvalor 2.Notar que todas estas propiedas no se umplen nuna en el SNP de la�gura 7.5, por lo tanto la probabilidad mínima (y en este aso, también lamáxima) es 0. Se omprobó que, efetivamente, SSS reduer produe el out-put esperado, i.e., para ada una de las fórmulas menionadas, SSS reduerprodue un output tal que rapture reporta que la probabilidad mímina es 0.Además se probó a SSS reduer on la negaión de ada una de las fórmulas,generando también el output esperado, i.e., la probabilidad máxima (y en
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s1

s2

s3

0.5
0.5x:=1x = 0

x = 1
x = 1x:=1

0.5x:=0

x:=00.5 0.5Figura 7.5: SNP para el Caso 2este aso, también la mínima) es 1. Los ejemplos menionados anteriormentepueden enontrarse en los arhivos examples/mis/ex0[3-5℄/pts.Un segundo aso de estudio es el que se muestra en la �gura 7.6. Lapropiedad bajo estudio en este aso es G ((x = 0) ⇒ (F x = 1)), on proba-bilidad mínima (y máxima) de que se umpla igual a 1
3 . Se veri�ó que SSSReduer genera el output adeuado. Este ejemplo puede enontrarse en elarhivo examples/mis/ex02.pts del ódigo fuente.7.3. Caso 3Se modeló el protoolo �binary exponential bako�� utilizado en las re-des on CSMA/CD para resolver los on�itos generados por olisión. Esteprotoolo se utiliza atualmente en las redes Ethernet para lograr el aesoal anal, y funiona de la siguiente manera: uando un host envía un paquetey hay olisión on otro paquete de otro host, el host espera una determinadaantidad de slots de tiempo (elegida al azar) para volver a tratar de aederal anal. Luego de i olisiones, el host elige la antidad de slots a esperarentre 0 y 2i − 1, es deir, luego de ada olisión se duplia la antidad deslots para elegir la espera. Además, se establee una ota K, a partir dela ual dejará de dupliarse la antidad de slots. Este proeso no ontinúainde�nidamente, sino que luego de R reintentos el host determina que el
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Figura 7.6: Otro SNP para el Caso 2anal está de�nitivamente roto y que no se puede aeder a él, abortando latransmisión. Notar que es posible que uando hay varios hosts tratando deaeder al anal sueda que los hosts determinen, equivoadamente, que elanal está roto.El problema modelado es on 3 hosts tratando de aeder al anal, queestán sinronizados a través de un reloj externo. La propiedad estudiada es:G ( (¬(p1 ∧ F p2)) ∧ (¬(q1 ∧ F q2)) ∧ (¬(r1 ∧ F r2)))Donde:

p1 = Host 1 o Host 2 abortan, pues reen que el anal no está funional.
p2 = Host 0 obtiene el aeso al anal.y el resto de las proposiiones está de�nido de modo similar.Intuitivamente, esta propiedad expresa que �no sueda que algún hostaborte reyendo que el anal no está funional, existiendo la posibilidad deque otro host pueda aeder en el futuro�. Idealmente, esta probabilidad



7.3. CASO 3 67debería ser alta. En el uadro 7.1 se tabulan los resultados obtenidos. Notarque para aso R = 5 y K = 8 Rapture no terminó de ejeutar.# H R K pinf # S # RS % red T TR3 2 2 0.8008 4001 2676 33.12 5 63 3 2 0.9271 20067 13195 34.25 15 1253 3 4 0.9572 75091 39218 47.77 66 1648 (27')3 4 2 0.9752 51745 34217 33.87 43 879 (14')3 4 4 0.9931 292365 143017 51.08 308 112492 (1.3 ds)3 4 8 0.9944 863213 325182 62.33 1080 256854 (3 ds)3 5 2 0.9919 114047 75537 33.77 105 5882 (1.63 hs)3 5 4 0.9973 765143 363627 52.48 881 207738 (2.4 ds)3 5 8 ? 3447063 1162231 66.28 1813 (30') ?Cuadro 7.1: Resultados obtenidosDonde el signi�ado de las olumnas es el siguiente:# H: la antidad de hosts que intervienen.R: la antidad de reintentos antes de abortar.K: la ota a partir de la ual no se dupliará el rango para elegir eltiempo de espera.pinf: la probabilidad mínima busada.# S: la antidad de estados del modelo, antes de que SSS redueraplique la reduión CFE.# RS: la antidad de estados del modelo, luego de que SSS redueraplique la reduión CFE.% red: el poretanje de reduión de estados que sufrió el modelo ori-ginal.T: el tiempo (en segundos) que tardó SSS reduer.RT: el tiempo (en segundos) que tardó Rapture.
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Capítulo 8Conlusiones y trabajos futuros8.1. ConlusiónPuntualmente en este trabajo se hiieron 2 aportes:Se desarrolló un algoritmo para reduir el álulo de la probabilidadmínima de una propiedad expresada en LTL a un problema de alan-zabilidad.Se realizó una herramienta que implementa diho algoritmo, probán-dola on varios asos realistas.Las pruebas realizadas on la herramienta demostraron que la imple-mentaión puede ser efetivamente utilizada sobre situaiones reales. En to-dos los asos, reduir el problema de alular la probabilidad mínima a unproblema de alanzabilidad fue satisfatorio. Invariablemente el tiempo deCPU y la memoria utilizada se mantuvieron dentro de límites razonables. Apesar de esto, y aunque en este aso no fue neesario, existe la posibilidad derealizar una implementaión que optimie la utilizaión de dihos reursos.Sin embargo, una vez que SSS reduer generó el output, la herramientaRapture utilizó un exesivo tiempo de CPU y memoria para ompletar sutarea. Probablemente esto se debe al modo atualmente utilizado para o-muniar ambas herramientas, dado que diho modo no permite a Raptureefetuar iertas reduiones en el espaio de estados. Una posible soluióna este problema sería la integraión del algoritmo implementado en SSS re-duer en el programa Rapture, pero para garantizar esto se debería realizarun estudio más profundo de los algoritmos utilizados por este último y de suimplementaión.8.2. Trabajos futurosExtender la herramienta SSS reduer para que soporte el álulo de laprobabilidad máxima, omo se desribe en [dA97℄.69



70 CAPÍTULO 8. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROSIntegraión de SSS reduer on Rapture.Extender la herramienta para que soporte otras lógias temporales (porejemplo, CTL).Extender SSS Reduer para integrarlo on otras herramientas exis-tentes que resuelven el problema de alanzabilidad, omo por ejemploPrism [KGP04℄.Integrar SSS Reduer on la búsqueda de ontraejemplos [And06℄ enaso de que la propiedad LTL no satisfaga la probabilidad deseada.



Apéndie AGramátia del arhivo deentradaLa gramátia soportada por SSS reduer se desribe a ontinuaión:<input> ::= <rapture_setion> <ltl_setion>rapture_setion<rapture_setion> ::= <hannels> <proess>+<hannels> ::= 'hannel' <names_hannel><names_hannel> ::= <name> ',' <names_hannel>| <name> ';'<proess> ::= 'proess' <name> '{'<syn_del> <var_del> <init> <loation>+'}'<syn_del> ::= ǫ|'syn' <name> (','<name>)∗ ';'<var_del> ::= ǫ|'var' <loal_vars>+<loal_vars> ::= <name> ':' <var_type> ';'<var_type> ::= 'bool'| 'uint' '(' <integer> ')'| 'sint' '(' <integer> ')'<init> ::= 'init' '#' <name> <initial_assign><initial_assign> ::= ';'| (<name> ':=' <expression> ';')+<loation> ::= 'lo' <name> ':' <transition>*<transition> ::= 'when' <expression> <syn_label> 'goto' <destination> ';'<syn_label> ::= ǫ| 'syn' <syn_label_name><destination> ::= <unique branh>| '{' <branh list> '}'71



72 APÉNDICE A. GRAMÁTICA DEL ARCHIVO DE ENTRADA<unique branh> ::= <name> <ation><branh list> ::= | (<branh> ';')∗<branh> ::= <name> <probability> <ation><ation> ::= ǫ|'assign' '{' <assign list> '}'<assign list> ::= <assign> ';' <assign list>| <assign> ';'| <assign><assign> ::= <name> ':=' <expression><expression> ::= <onstant>| <variable_ref>| <unary_ expr>| <binary_ expr>| '(' <expression> ')'<onstant> ::= 'true' | 'false' | <integer><variable_ref> ::= <name><unary_expr> ::= '$' <expression> (Notar que $ es el menos unario)| 'not' <expression><binary_expr> ::= <bool_expr>| <expression> + <expression>| <expression> - <expression>| <expression> * <expression><bool_expr> ::= <expression> '=>' <expression>| <expression> 'or' <expression>| <expression> 'xor' <expression>| <expression> 'and' <expression>| <expression> '<=>' <expression>| <expression> '<>' <expression>| <expression> '=' <expression>| <expression> '>=' <expression>| <expression> '>' <expression>| <expression> '<=' <expression>| <expression> '<' <expression><name> ::= <identi�er><syn_label_name> ::= <identi�er>ltl_setion<ltl_setion> ::= 'prop' '{' <list_prop>∗ '}' <ltl_formula> ';'<list_prop> ::= <name> ':=' <bool_expr> ';'| <name> ':=' 'true' ';'| <name> ':=' 'false' ';'| <name> ':=' <variable_ref> ';'



73<ltl_formula> ::= '(' <ltl_formula>')'| <state_formula>| <seq_formula>| <ltl_formula> 'and' <ltl_formula>| <ltl_formula> 'or' <ltl_formula>| 'not' <ltl_formula>| <ltl_formula> '=>' <ltl_formula>| <ltl_formula> '<=>' <ltl_formula>| <ltl_formula> 'xor' <ltl_formula><seq_formula> ::= 'X' <ltl_formula>| <ltl_formula> 'U' <ltl_formula>| <ltl_formula> 'R' <ltl_formula>| 'F' <ltl_formula>| 'G' <ltl_formula><state_formula> ::= <name>terminales<identi�er> ::= string que no omienza on un número<integer> ::= número entero no negativo<probability> ::= número de punto �otante no negativo
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Apéndie BEstrutura del ódigo fuenteLa estrutura de diretorios del ódigo es la siguiente:.|-- autom4te.ahe|-- do| |-- html| `-- latex|-- examples| |-- BinaryExpponentialBakOff| `-- mis|-- sr| |-- dr_analyzer| `-- pns|-- textos`-- utilsEl ontenido de ada diretorio es el siguiente:autom4te.ahe: este diretorio es generado automátiamente por lasautotools.do: en este diretorio se generará la doumentaión uando se ejeuteel omando `make dos' desde el diretorio raíz del ódigo fuente. Ladoumentaión es generada on doxygen. Por defeto, la doumetaiónserá reada en formatos HTML y LATEX. Para navegar por la doumen-taión HTML, basta on utilizar un navegador web y abrir el arhi-vo do/html/index.html. En el aso de la doumentaión en forma-to LATEX, se deberá ejeutar el omando `make' dentro del diretoriodo/latex/. Luego, basta on abrir el arhivo refman.dvi. Es posiblemodi�ar el arhivo Doxyfile (ubiado en el diretorio raíz del ódigofuente) para personalizar las opiones de generaión de doumentaión.75



76 APÉNDICE B. ESTRUCTURA DEL CÓDIGO FUENTEexamples: ontiene algunos ejemplos para probar SSS Reduer. Par-tiularmente útiles son los ejemplos de examples/mis. Además, estánlos arhivos utilizados para generar los resultados del apítulo 7.sr: Aquí se enuentra todo el ódigo fuente de SSS Reduer. Ensr/pns está la implementaion del SNP, y en sr/dr_analyzer seenuentra la implementaión del Analizador de AR.textos: aquí está el ódigo que generó este doumento. Basta onejeutar el omando `latex tesis.tex' dentro de este diretorio.utils: ontiene sripts on diversas funionalidades generales.Ciertos arhivos mereen espeial atenión. Ellos son:Makefile.am: este arhivo está presente en el diretorio raíz del ódi-go fuente. Utilizando automake se generará automátiamente iertoarhivo (Make�le.in) neesario para la ompilaión de SSS Reduer.También hay un arhivo Makefile.am dentro de los diretorios sr,sr/pns y sr/dr_analyzer. Este arhivo ontrola iertas opionesde ompilaión, omo las opiones que se le pasarán a g++.onfigure.in: ubiado en el diretorio raíz del ódigo, este arhivo esutilizado por autoonf para generar el sript llamado on�gure.Compilaión de SSS ReduerSSS Reduer se distribuye on los make�les ya generados. Es deir, noes neesario que el sistema en donde se desee utilizar SSS Reduer tengainstaladas las autotools Para ompilar SSS Reduer, se deben ejeutar lossiguientes omandos:$ ./onfigure$ makeEsto reará el arhivo sr/sss_reduer. Opionalmente, `make install'instalará SSS Reduer en el sistema. Se puede onsultar el arhivo INSTALLpara ver opiones de on�guraión.Para limpiar los arhivos reados durante la ompilaión, se debe ejeu-tar el omando `make lean'. Existe también la posibilidad de haer unalimpieza más profunda (por ejemplo, borra la doumentaion autogenerada),mediante el omando `make distlean'. En aso de haer una limpieza pro-funda, se deberá ontar on las autotools de GNU para volver a generar elsript on�gure.
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